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第 2 版 说 明 


本 书 第 1 版 自 1995 年 出 版 以 来 ,作为 工科 硕士 研究 生 教 材 , 受 到 使 用 者 的 广 
泛 认 同和 欢迎 . 随 着 教学 环境 的 变化 ,尤其 是 研究 生 培 养 方 案 的 更 动 ， 和 矩阵 论 ” 课 
程 的 要 求 也 已 做 了 调整 . 根据 新 的 教学 要 求 ,并 结合 在 实践 中 的 一 些 体会 ,我 们 做 
了 些 修改 ,成 为 第 2 版 . 

这 次 修订 保持 了 第 1 版 的 框架 体系 和 基本 特色 , 仅 对 部 分 内 容 做 了 修改 . 我 们 
增加 了 判断 信 阵 相似 的 充分 必要 条 件 的 一 个 定理 ,并 配置 了 相应 的 习题 ;增加 了 算 
阵 Jordan 标准 形 的 应 用 的 一 些 习题 ;出 掉 了 对 矩阵 条 件 效 的 要 求 ; 对 答 阵 范 数 及 
矩阵 函数 部 分 的 习题 作 了 调整 ;广义 逆 矩 阵 部 分 也 增加 了 习题 . 除 此 之 外 ,我 们 还 
对 一 些 文字 做 了 调整 ， 

此 次 修订 工作 由 周建华 教授 承担 , 借 此 机 会 ,我 们 对 关心 本 书 和 对 第 1 版 的 使 


用 提出 宝贵 意见 的 老师 和 同学 表示 庄 心 的 感谢 , 


编 者 
2011 年 8 月 
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本 教材 是 根据 1991 年 全 国 工科 研究 生 “ 拭 阵 论 > 课 程 教学 研讨 会 上 制订 的 元 
学 基本 要 求 , 在 编者 多 次 讲授 工科 研究 生 线 性 代数 课程 的 基础 上 编写 的 . 它 的 预备 
知识 是 32 学 时 的 大 学 线性 代数 ,使 用 本 教材 的 教学 时 数 为 52 一 64 学 时 . 

为 减缓 大 学 线性 代数 到 研究 生 线性 代数 课程 之 间 的 坡度 ,本 教材 特别 编写 了 
“复习 与 引申 ”一 章 . 通过 举例 及 习题 对 大 学 线性 代数 的 有 关内 容 进行 复习 及 引申 ， 
重点 是 引申 ;并 通过 几 个 应 用 题 引 出 了 研究 生 线性 代数 课程 的 新 内 容 , 希 望 它们 能 
诱发 学 生 的 学 习 兴趣 . 

本 教材 内 容 由 两 大 部 分 组 成 . 前 4 章 是 线性 代数 的 基础 理论 , 即 线性 空间 与 线 
性 映射 ,内 积 空间 与 等 距 变换 、 和 矩阵 的 相似 标准 形 .Hermite 二 次 型 ;第 5 章 与 第 6 
章 介绍 了 范 数理 论 . 和 矩阵 函数 及 广义 逆 . 

本 教材 注重 基本 理论 ,希望 通过 本 课程 的 学 习 可 以 提高 工科 研究 生 的 数学 素 
养 . 同时 考虑 到 工科 学 生 的 特点 ,定理 的 证 明 尽 可 能 地 采用 简明 易 懂 的 推导 . 本 教 
材 每 章 附 有 一 定数 量 的 习题 ,书后 附 有 管 案 , 较 难 题 给 了 提示 . 为 查找 方便 ,最 后 还 
附 有 索引 . 

本 教材 主要 参考 材料 是 戴 昌 国教 授 编 著 的 《线性 代数 》 在 此 ,对 戴 老 师 以 及 本 
教材 所 参考 的 其 它 资 料 的 作者 表示 感谢 . 

编者 水 平 有 限 , 教 材 中 难免 有 欠 爱 之 处 ,欢迎 批评 指教 . 


张 明 淳 
1995 年 1 月 于 东南 大 学 
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和 矩阵 4 的 (7 元 ,即位 于 第 ; 行 第 7 列 之 元 
4 的 转 置 

4 的 共 罗 转 置 

方 阵 4 的 行列 式 

方 阵 4 的 伴随 矩阵 

方 阵 4 的 迹 , 即 4 的 主 对 角 元 之 和 

4 的 秩 

4 的 值 域 

4 的 核 

4 的 谱 , 即 方 阵 A 的 全 体 特 征 值 之 集 
方 阵 4 的 谱 半径 

以 di ,da pa 为 对 角 元 的 对 角 阵 

(Gi7) 元 为 1, 其余 元 全 为 零 的 矩阵 

数 域 下 上 全 体 多 项 式 

数 域 上 次 数 小 于 的 全 体 多 项 式 及 零 多 项 式 
数 域 F 上 全 体 *X7 矩阵 

实数 域 

复数 域 

Z 的 实 部 

2 的 虚 部 
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0 复习 与 引申 


0 复习 与 引申 


本 章 通过 举例 及 习题 来 复习 并 引申 与 本 课程 有 关 的 大 学 线性 代数 部 
分 内 容 . 最 后 介绍 若干 应 用 的 例子 ,作为 本 课程 的 开场 白 . 


0.1 和 矩阵 的 分 块 


nn 阶 方 阵 4 可 逆 例 det 天 0, 且 人 可 逆 时 ,有 
A-!=(detA) ~iadjA. 
若 n 阶 方 阵 4 与 B 满足 4B= 二 I, 则 A 与 B 均 可 道 , 且 互 为 逆 . 


例 1 试 证 可 逆 上 三 角 阵 之 逆 为 上 三 角 阵 . 

证 明 设 4 为 n 阶 可 逆 上 三 角 阵 ,因此 其 主 对 角 元 必 全 不 为 零 . 今 对 
n 作 归 纳 法 . 

显然 ,n= 二 1 时 命题 成 立 . 设 (* 一 1) 阶 时 成 立 , 现 考虑 上 阶 可 道上 三 角 
阵 A. 把 4 分 为 四 块 

四 时 
A= 9 
© 加 


其 中 aii 为 4 的 左上 角 元 ,B 为 (n 一 1) 阶 上 三 角 阵 . 由 于 主 对 角 元 均 非 零 ， 
所 以 B 可 首 . 
4 可 逆 全 存在 ” 阶 方 阵 
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cl|z pl Ii1 oO 

| "| x x -lo a 
多 az 十 0XI =1,auf+oaX;—=O,BX, =0,BX, 一 了 -1， 
OX 一 有 ,X 一 0O,z 一 ai ,5 一 一 ciiixB !, 


ai en 
4 一 . 
站 
由 归纳 法 假设 中 为 上 三 角 阵 ,所 以 4 也 是 上 三 角 阵 . 
证 毕 . 
例 2 (1) 记 单 位 阵 工 的 第 ; 列 为 e;, 试 证 :Aei 为 4 的 第 i 列 ,ef4 为 
4 的 第 ; 行 . 


O ,1 


证 明 (1) 记 4 的 第 i 列 为 4;, 则 


0 
Ae:= (A ,…,A,,.…,A,) 1 一 人,;. 
0 


0 


将 4 按 行 来 分 块 , 则 易 证 ef4 为 4 的 第 i 行 , 请 读者 自 证 . 
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(2) 对 &< 2 ,用 归纳 法 来 证 . 
显然 ,k 二 1 时 命题 正确 . 今 设 (一 1) 时 正确 , 即 


hl O Tt 
N 一 一 (0,……,0，,el 9 Cn 一 1) 


于 是 
N' 一 入 AN 一 人 10elez，er-1) 
一 (0,Nelel，… Neile， 1) 
一 (0…0,el，… et) 
_ fo Fr- 
-lo oO | . 


OO 1 
wb 
Oo 
于 是 
N" 一 NI N=N"!(0,e1,,e,1) 
=(0,N" lei "oN le 1) 
二 0,， 
因此 , 当 k 宕 n 时 入 一 
证 毕 . 
例 3 试 证 : 


AB 
(1) 车 4 可 地, 则 | [= |ID—CA 1B|; 
CD 
(2) 若 4,B,C,D 为 同 阶 方 阵 , 有 目 AC 一 CA, 则 
1 B 


| -ap-cal 
CD 
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证 明 (1) 设 4 为 有 X& 和 矩阵, 了 为 *Xs 和 矩阵 , 则 
[ 9] : "|-[ O ] 
C D-i0 LL C 也 一 C4-:B] 
取 行 列 式 , 即 得 所 证 . 
(2) 先 考 虑 4 可 道 , 则 由 (1) 可 得 


B 
| = [1D—CA 1!B| 
CD 


=|AD—ACA-18|==|4D 一 CB|. 
再 考虑 一 般 情况 , 作 
0) I "| 
t) 一 。 
7 C 也 


由 于 det(4 十 厄 ) 是 上 的 多 项 式 , 故 只 有 有 限 多 个 上 使 det(4 十 好 ) 一 0. 
因此 ,有 无 限 多 个 上 使 det(4 十 贡 ) 天 0. 对 这 些 纪 方 阵 4 十 在 可 道 , 另 一 方 
面 (4 十 妈 )C 一 C(4 十 红 ). 于 是 ,利用 本 段 开 始 的 证 明 可 知 , 有 无 限 多 个 
t 使 


A B 
一 | (4 十 嫌 )D 一 CB |. (x*) 
C DD 


记 式 ( x ) 的 右 端 为 g(1), 作 F(z) 二 fC) 一 g (1),F(1) 仍 是 :的 多 项 
式 , 而 式 (* ) 意 味 着 F(z) 有 无 限 多 个 零点 ,所 以 


F(t)=0, 
即 式 ( x ) 对 一 切 :成立 ,特别 令 上 一 0, 即 得 所 证 . 
证 毕 . 
例 4 已 知 4 一 34(4 一 D, 求 证 4 一 I 可 着 ,并 求 其 逆 . 
解 由 4 一 342: 十 34 一 O, 可 得 


0 复习 与 引申 


一 (4 一 门 (4 一 刀 : 一 了 


(4A—D =—(4—D’. 


0.2 和 抑 阵 的 秩 线性 方程 组 及 和 矩阵 的 满 秩 分 解 


4 的 秩 天 的 行 ( 列 ) 秩 为 re34 的 不 为 0 的 子 式 之 最 高 


阶 数 是 * 存 在 可 道 阵 P,Q 使 


4-P| | 
?lo ole 
线性 方程 组 AX=b 有 解 司 4 与 (4,b) 的 秩 相 等 Sb 属于 人 


的 列 空 间 . 


齐 次 方程 组 AX=0 之 解 空 间 的 维 数 二 未 知 元 个 数 一 4 的 
秩 . 


例 1 试 证 : 
(1) 4BX 一 0 与 BX 一 0 同 解 驳 r(4B) 一 ~(B); 
(2) r(4) 一 r(4A84) ,其 中 人 48 为 (4)T. 
证 明 (1) 设 XEC”1, 则 4BX 一 0 与 了 3X 一 0 的 解 空间 维 数 分 别 是 ” 
一 r(4B) 与 ”一 (8B). 故 当 它们 同 解 时 ,”(4B) 一 ”~( 且 ). . 
反之 , 若 r(4B) 一 r(B) 一 0， 则 4BX 一 0 与 BX 一 0 只 有 零 解 ; 若 r(B) 一 
r(4B) 二 r<<n, 则 由 于 BX 二 0 时 必 有 ABX,。 二 0, 故 BX=0 的 由 (mn 一 7) 个 
解构 成 的 基础 解 系 也 是 4BX 一 0 的 基础 解 系 , 所 以 它们 总 是 同 解 . 
(2) 考虑 齐 次 方程 组 4A84X 一 0 与 4X 一 0. 
首先 , 若 4Xo 一 0, 则 必 有 AHAX, 一 0; 
反之 ,车 AN4X% 一 0, 则 HAHAX。 二 0, 即 (4Xo)HAX, 一 0. 
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设 4Xo 一 (yy ，…y)I ,于 是 
0 = (AX0) (AX0) 一 >» | y: |， 
只 能 是 


.Yi 二 2 二 y= 二 0， 

故 AX。 一 0. 

所 以 ANAX= 二 0 与 4 一 0 同 解 . 根据 (1) 得 (AHA) 王 ”~(4). 

证 毕 . 

另外 , 若 对 A 利用 (2) 可 得 (48) 一 r(448). 再 从 秩 的 定义 ,不 难 知 
道 AF 与 4 的 秩 相 等 ,因此 

7(448) 一 r(48) 一 r(4) 一 r(4H4). 

例 2 试 证 : 

(1) r(A++B)<r(A)+tr(B); 

(2) r(AB)<<min[r(A) ,7r(B)]. 

证 明 (1) 从 4 十 B 的 列 向 量 与 4,B 的 列 向 量 之 间 的 关系 ,再 利用 
“ 若 向 量 组 ( 工 ) 可 经 (I) 线 性 表示 , 则 ( 工 ) 的 秩 委 (CI ) 的 秩 ” 即 可 得 证 ,请 
读者 自 证 . 1 

(2) 由 于 齐 次 方程 组 BX 一 0 的 解 必 是 4BX 一 0 的 解 ,又 由 解 空间 维 数 
与 系数 和 矩阵 的 关系 , 即 可 得 (4B) 委 (也 ). 

又 r(4B) 一 r[(4B)T] 一 r(BT4T) ,再 利用 已 证 结论 , 便 得 

r(AB)=r(BTAT)<r(AT)=r(A). 
证 毕 . 
例 3 设 A 为 ;Xn 和 矩阵 ,B 为 n Xi 矩阵, 求证: 
7(4B) 之 r(4A) 十 r( 吾 ) 一 7 


证 明 设 r(4) 一 ~,r( 了 ) 一 A, 则 有 可 着 阵 P,O 使 


0 复习 与 引申 


Alo oa 
-|o ol 


于 是 
az-p| [om (QB)=r(B)=k 
$ r r . 


C- 


记 QB= 1。 | ,中 C, 为 rxt 和 矩阵 ,于 是 


"lo oo 
O 0 多 oj 
C- C- 

四 了 可 间 , 故 4B 的 秩 一 | | 的 稀 , 又 | 
O Lc 

一 《n 一 7) 行 是 线性 无 关 的 ,所 以 
r(AB) 守 hk—n 二 r=r(4)++r(B)—n. 


| 的 了 为 4 故 中 至 少 有 上 


mr. 


证 毕 . 
例 4 试 证 : 秩 为 r 的 :Xn 和 矩阵 A 必 可 分 解 为 
A=BC, 
其 中 B,C 分 别 是 s Xr 与 7 Xn 和 矩阵 . 由 于 
r=r(BO<min[r(B),r(O)], 
又 召 为 > 列 ,C 为 > 行 , 故 它们 的 秩 是 ~ 称 4=BC 为 4 的 满 秩 分 解 . 


证 有 明 根据 题 意 ,有 


A=P c olo-z 网 (L,O0)0 
O Oo Oo ry 9 


1, 


证 毕 . 
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如 何 找 如 与 C? 对 于 简单 的 矩阵 , 可 用 观察 法 . 
例如 


1 0 1 
A=|0 1 2 —1|, 
000 0 


记 和 的 列 为 41,A,,A;,A4 ,容易 看 出 41 ,4: 线性 无 关 ,4: 二 Ai 十 24, ,A 
=Al—A; ; 故 
A= (Al yy ,和 1 十 24， ,Al 一 入 ) 


10 1 1 
一 Ca | 
0 1 2 —1 
1 0 
1 0 1 1 
=lo 1|| | 
0 1 2 一 1 
0 0 


当 A 比较 复杂 时 , 设 4 一 (4: ,4:，…4,), 对 4 作 初 等 行 变换 后 化 为 


A 二 (Bi,B,,…,B,), 由 于 方程 组 >，z4, 一 0 与 > zx,B, 一 0 同 解 ,因此 ,A 
t=1 1 一 】 


的 列 向 量 之 间 的 线性 关系 之 系数 与 4 的 列 向 量 之 间 的 线性 关系 之 系数 相 
同 ,于 是 只 要 和 易于 观察 , 便 可 求 出 4 的 满 秩 分 解 . 


例 5 求 
1 1 0 1 
0 —l1 1 2 
A=|—2 3 一 5 一 12 
1 0 1 3 
-1 2 -3 一 7 
的 满 秩 分 解 . 


解 ” 对 A 和 作 初 等 行 变换 ,有 


0 复习 与 引申 


1 1 ‘0 1, fl 1 0 1 
0 —1 1 2 0 —l1 1 2 
4~|0 5 -5 10l™YI90 0 0 0|， 
0 —1 .1 2 0 0 0 0 
0 3 一 3 一 6 0 0 0 0 
所 以 
1 0 
0 1 
1 1 0 1 
A= | 一 2 一 5 | | 
0 一 1 1 2 
1 
一 1] 一 3 


例 6 试 证 :r(4BO) 十 r(B8) 宇 r(4B) 十 r(BO). 
证 明 设 r(B)=r,B 的 满 秩 分 解 为 B= 二 HK, 于 是 ABC= 一 AHKC. 利 
用 例 3 的 结论 ,得 


r(ABO) =r(AHKO)S>r(AH)+r(KO) —r, (Cx) 
而 AB=AHK,r(4B)<r(AH) ,BC= HKC,r(BO)<r(KO) ,代入 式 (* ) 
即 得 
r(ABO)>r(AB)+r(BO) —r(B). 
证 毕 . 
0.3 应 用 举例 


例 1 最 佳 拟 合 曲 线 . 
设 有 两 个 量 z 与 y, 由 实验 得 到 x 与 y 的 s 组 数字 ， 


二 a, 时 y=6, (i 二 1],2,.…,s), (0. 3. 1) 
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又 pl (zx) ,2 (XT) ,qn《X) 为 已 知 子 数 ,现在 要 找 系 数 Xi;yT2，"* ,Xr， 使 消 


数 式 
3 一 Zipl(CZ) 十 zzgpz (Z) 十 … 十 Zapw(Z) (0. 3. 2) 


能 “最 佳 ” 地 符合 条 件 式 (0. 3. 1). 
分 别 将 式 (0. 3. 1) 的 * 对 值 代 人 式 (0. 3, 2) , 记 gj (ai) 一 a5 ,得 到 未 知 
量 19 .29 Tn 的 线性 方程 组 
aazi 十 aazZz 十 … 十 aa 一 六 (i=1,2,°,5). 


引进 和 矩阵 4 一 (ay ) ,xn ,b= (6 ,6b ,… ,0b,)T ,X= Cp “9 Tn ) 工 ， 上 
述 方程 组 就 是 
AX=b. (0. 3. 3) 


线性 方程 组 式 (0. 3. 3) 一 般 是 矛盾 方程 组 (不 相 容 ), 于 是 要 找 久 使 
式 (0. 3. 3) 的 左 端 与 右 端 * 最 接近 ”, 也 就 是 ; 维 向 量 4X 与 5“ 蝶 离 ”最 短 ， 
即 4X 一 b | 最 小 . 这 个 问题 的 通 解 将 在 第 6 章 利用 矩阵 4 的 广义 逆 给 
出 . 由 这 样 的 解 所 得 出 的 曲线 (0. 3. 2) 叫 做 最 佳 拟 合 曲线 (关于 式 (0. 3. 1) 
确定 的 ;个 点 ). 

例 2 人 口 问题 的 数字 模型 . 

此 模型 由 Leslie 于 20 世纪 40 年 代 提出 ,用 来 研究 某 地 区 女性 各 种 
年 龄 人 口 随时 间 增 长 的 分 布 情况 ,从 而 得 出 合适 的 生育 率 . 

将 女性 人 口 按 年 龄 等 间隔 地 分 为 个 年 龄 组 (例如 5 年 一 间隔 ,如 果 
最 长 寿 为 100 岁 , 则 分 为 20 组 . 以 下 提 到 的 单位 时 间 就 是 指 这 个 间隔 ). 
假定 已 知 各 年 龄 组 的 生育 率 b; 及 存活 率 a1(i 二 1,2,…,n) (Bb; 是 单位 时 间 
内 第 i 年 龄 组 每 人 平均 生育 女孩 的 数目 ;a; 是 存活 到 下 一 时 间 间 隔 的 第 i 
年 龄 组 的 人 数 与 该 组 总 人 数 之 比 ) , 且 假 定 a; ,5; 均 为 常量 而 a, 二 0. 记 第 


. 卡 个 时 间 间 隔 时 第 i 年 龄 组 人 数 为 x 只, 则 zh 与 zf 的 关系 为 


下 zx = rf Dborg D+ 二 br ， C1 2.) 


Z 和 一 az 人 1 (一 1，…,72 一 ]) 


0 复习 与 引申 


引进 矩阵 
b Da “"" bn—1 b, 
Ql 0 .on 0 0 
A=|0 a 0 0, X=, )T, 
0 0 Un—1 0 
则 上 述 方程 组 即 为 


大 一 4X 1 (R 一 1,2，…). 
由 于 4 与 外 无关 ,可 得 
人 (R 一 1，2，…)， 


其 中 X 为 女性 人 口 的 初始 状态 向 量 

要 研究 怎样 的 生育 率 才能 使 人 口 不 至 于“ 埋 炸 ”, 即 lim 4: 存在 . 可 
以 利用 第 3 章 介绍 的 Jordan 标准 形 及 特征 值 分 布 来 研究 上 述 问题 

例 3 占 位 游戏 取胜 的 概率 . 

设 有 如 图 0. 1 所 示 的 5 个 格子 ,游戏 者 从 第 4 格 开始 ,每 次 由 所 掷 般 
子 的 点 数 决定 左 移 或 右 移 1 格 : 掷 到 1 点 或 2 点 则 右 移 ,否则 左 移 . 走 到 
第 1 格 为 胜 , 走 到 第 5 格 为 负 , 游 戏 一 直 进 行 到 决定 胜 负 为 止 . 求 游戏 者 


取胜 的 概率 . 
1 2 3 4 5 
加 古国 四 四 
始 和 
图 0.1 
假定 游戏 的 次 数 为 无 限 次 ,于 是 若 第 次 在 1( 或 5) 处 , 则 第 (& 十 1) 
次 也 必 在 1( 或 5) 处 . 记 第 次 在 第 i 格 的 概率 为 zh , 则 取胜 的 概率 就 是 


limz{®. 
大 co 
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利用 计算 概率 的 贝 叶 斯 公式 可 以 得 zj 与 x?” 的 关系 为 


— 2 0 
(ok ?+ D ， 


TI 一 并 1 

zx 一 , zf? ， 

ZX 一 zr? 十 全 ze ， 

x 一 zr? >» 

x 一 Bz? 十 x 1 , 


由 于 z 全 ,7 多 ,z 的 ,7z 人 各 与 zx? 无关 , 故 只 要 考虑 前 4 个 方程 . 记 


2/3 0 0 Zz 
lo 0o 2/3 0 zy 
lo ys oo 2/3l” | 

0 0 1/3 0 zh 


则 天 二 4X ,而 Xo 二 @ ;要求 lm 的 第 1 分 量 . 
2 


detQ1 一 A) = (4 一 生 ) (2+ 纪 )0 一 D,4 的 特征 值 互 异 , 故 可 相似 
于 对 角 阵 diag (0, 扣 ,一 所 ,1). 相应 的 特征 向 量 为 
P=(4,—6,0,3)T, P;=(—4,2,2,1)7, 
P=(—4,10,—10,5)T, P,=(1,0,0,0)T. 
作 P= (Pi ,P,P;,P,), 于 是 


也 一 AtX。 =Pdiag(0, (2) ， ( 一 、 ) ,1)Pp-iX ， 
设 严 - 一 (qi )4x4 ,于 是 
。12 。 


0 复习 与 引申 


有 Pet 一 (ggz ,qr 4)， 
limX: 一 Pdiag(0,0,0,1)P :et 

=(0,0,0,e) (gu ,gq2 ,934 ,94)T 

=(gu,0,0,0)T. 


_ Pu 4.4.8_ 8 ，， 8 
从 P 求 出 gu 一 二 tp 一 240 一 五 ,所 以 取胜 的 概率 为 15， 


当 A 不 能 相似 于 对 角 阵 时 ,计算 A 的 问题 可 通过 A 的 Jordan 标准 
形 来 解决 (第 3 章 ). 

例 4 遗传 学 中 Markov 链 模型 . 

设 某 生 物 分 优 、 混 、 劣 三 类 . 繁殖 时 ,车 父母 均 为 优 种 , 则 后 代 必 为 优 
种 ;车 父母 均 为 劣 种 , 则 后 代 必 为 劣 种 ; 若 父 母 之 一 为 优 种 , 另 一 为 混 种 ， 


则 后 代为 优 或 混 的 概率 各 为 去; 若 父母 之 一 为 优 种 , 另 一 为 劣 种 , 则 后 代 
必 为 混 种 ;车 父母 均 为 混 种 , 则 后 代 是 优 , 混 、 劣 的 概率 各 为 于 ,去 ,地 ;车 


父母 之 一 为 混 种 , 另 一 为 劣 种 , 则 后 代为 混 种 或 劣 种 的 概率 各 为 六 

现在 每 次 随机 地 取 一 对 来 繁殖 ,又 在 后 代 中 再 随机 地 取 一 对 来 繁殖 . 
如 此 下 去 ,研究 第 上 代 中 随机 取 一 对 为 上 述 6 种 状态 中 每 一 种 的 概率 . 分 
别 将 6 种 状态 依 上 述 的 次 序 编号 , 记 第 代为 第 i 状态 的 概率 为 z* ,并 
记 关 一 (x8 ,z 多 ,z 名 ,zt ,z 名 ,zx 辑 )T. 利用 贝 叶 斯 公式 可 得 


和 AX, i 二 .二 AX。 > 


其 中 


Eee 
心 | 一 
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/2 0 1/4 0 

0 0 1/8 0 
B= 。 

1/4 1 1/4 1/4 

0 0 1/4 1/2 


容易 计算 得 
a-| "re | 
0 有 
在 第 3 章 我 们 将 证 明 B 的 特征 值 之 模 全 小 于 1, 在 第 5 章 将 会 知道 
limB'=O, lim(I+B++B")=(I—B)™, 


于 是 可 得 


(0. 3. 4) 


了 | 
O O 09 


X—limX 一 | 
经 计算 得 


R(I—B) '= | 


3/4 1/2 1/2 4 
1/4 1/2 1/2 3/4- 


例如 当 二 ei , 则 求 得 关 ==e , 即 两 个 优 种 后 代 全 为 优 的 概率 为 1; 当 
Xo es 时 , 求 得 关 二 es , 即 两 个 劣 种 的 后 代 全 为 劣 的 概率 为 1; 当 oo 一 es 


时 , 则 X= ( 谱 , 士 ,0,0,0,0) , 即 初始 为 一 个 优 种 与 一 个 混 种 的 最终" 后 


代 全 为 优 或 劣 的 概率 各 为 立 ,去 . 对 和 的 其 余 情况 ,类 似 计算 . 由 于 式 


〈0. 3. 4) 中 和 矩阵 的 后 三 行 全 为 0, 所 以 不 论 X 怎样 ,和 的 第 3,4,5,6 分 量 
总 都 是 0, 即 不 论 初始 状态 如 何 , 近亲 繁殖 的 结果 总 是 优 或 劣 . 如 果 不 希 
望 这 种 情况 发 生 , 则 就 需 重新 选 种 . 


al 
—b 
1. 计算 x 阶 行列 式 | 一 5b， 
—b, 
1 al az 
2 化 0 Tio Ca2 
0 al CQ2 
Z1 十 al 人 2 
ul Xz 十 as 
用 它 求 | 。 
ai Q2 
3. 由 第 2 题 的 启发 求 
性 十 1 
U2Q1 
CrQ1 


0 复习 与 引申 


为 第 1 题 的 形式 计算 之 ,并 利 


Q2 CQ3 Qn—l Un 
C2 0 0 0 
0 C3 0 0 
0 0 0 Cn 
Cn 
Cn 
2 十 an 
Un 
“” | 的 什 
Zn 二 a 
CI1Q2 Qian 
地 十 2 Q2Qn 
anaz CQ2 十 7 


4. 设 A=(a; ),xa， 其 中 Qi 二 |i 一 j| , 求 detA. 


5. 记 


。16 。 


工程 给 阵 理论 


atb a 0 0 0 
b altb a 0 0 
对 一 : : ， 
0 0 0 at+b &a 
0 0 0 bob atb 


试 证 dn—adn-1 = dn — bdn-1 =a” ,并 由 此 求 dn. 
a b C dad |] 


—b a —d qc 

6. 记 A4= , 求 A4T 及 det4， 
—c 4d a —b 
—d —c a J 


7. 设 A 二 (a; )4xy* 其 子 和 矩阵 如 一 “ | 来 C 与 D, 合 


LQ41 G4 Qs46 
B=CAD. 


8. 设 n 阶 方 阵 A = (e， 21 21) ,求证 ， 
O 了 ， 
4 一 (R 一 1,2，… 7 一 1)， ”一 了 . 
I 0 | “ 


9.、(1) 记 e 王 e 十 ee 十 … 十 es,4e 一 (5 ss 求 1 委 i 委 0); 

(2) 已 知 n 阶 方 阵 A 的 每 行 元 素 和 为 a, 求 证 :4 的 每 行 元 素 和 为 a* 
(CR 为 正 整 数 ), 且 当 4 可逆 时 ,以 上 命题 对 & 王 一 1 也 成 立 . 

10. 已 知 2 阶 Frobenius 矩阵 五 一 (es ,es 和 …e 一 及, 其 中 有 = (Ca。， 
Cj 1 1)T. 

(1) 求证 :B 王 严 十 cl 十 … 十 co 一 O; 

(2) 若 4=(ai )wx* 与 焉 乘积 可 交换 ,证 明 : 


A=anF”™! 十 … 十 cz 下 十 ai 工 


11. 称 如 下 形式 的 矩阵 


0 复习 与 引 中 


「 ao Ql dz °°? Un2 Qn-l 
Qn-l GO dl ' Qn~-3 Cn 一 2 
as U3 ua Uo al 
Lal C2 as Qn—1l Uo 


为 循环 阵 , 试 证 :两 循环 阵 之 积 为 循环 阵 . 
12. (1)Sherman-Morrison 公式 : 设 B 为 n 阶 可 道 阵 ,u,vEC 和 且 r= 
1 十 9 了 10, 则 4 一 中 十 wyT 可 逆 , 且 


4 一 8 一 二 BavrB-1i 


(2) 若 B 与 B 十 uvT 可 道 ,其 中 UvEC” ;BEC™", 则 
1+yiB iuA0; 


(3) 设 B! 已 知 ,vEC',A 一 B 十 evT( 即 和 与 B 除 第 k 行 外 ,其 余 完 
全 同 ) 可 逆 , 试 用 Sherman-Morrion 公式 求 4“!1( 称 此 法 为 修正 法 ). 

13. (1) 已 知 4,B 满 足 A 十 B 二 4B, 证 4 一 I 可 道 , 且 求 遂 ; 

(2) 已 知 4 一 4, 证 4 一 27 可 道 , 且 求 其 道 . 

14. 已 知 A 和 ;二 21,B 二 4: 一 24 十 21, 证 B 可 道 , 且 求 逆 . 

15. 试 证 : 秩 为 ”的 矩阵 可 分 解 为 > 个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 . 

16. 设 和 A 为 r 阶 方 阵 ,B 是 秩 为 r 的 >Xz 和 矩阵 ( 称 为 行 满 秩 ) , 试 证 ， 

(1) 若 4B 一 0D, 则 4 一 O; 

(2) 若 4B 一 玉 , 则 4 一 工 

17. 试 证 : 任 一 方 阵 可 表示 为 可 逆 阵 与 宕 等 阵 (平方 等 于 自身 ) 之 积 . 

,18. 求 下 列 矩 阵 的 满 秩 分 解 ; 


ss 117 。 
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19. (1) 若 和 4 可 道 , 试 证 : 
A B 
秩 | |= 秩 (4 十 秩 (D 一 CA-1B)， 
CD 


(2) 设 C 为 上 义 ?和 矩阵, 吾 为 2X& 和 矩阵 , 试 证 : 
7 十 r( 五 一 CB) 一 有 十 (五 一 BC). 


20. 设 4 为 *Xz 和 矩阵 , 刀 为 *Xz 和 矩阵 , 试 证 :4X 王 中 有 解 的 充 要 条 件 
为 (4) 一 (4, 呈 )， 

21， 试 证 ; 知 等 阵 A( 即 4? 二 A) 有 7rC4) 十 7r(1, 一 4) 二 nn. 

22. 试 证 : 若 ” 阶 方 阵 4 满足 r(4) 十 r(I 一 A4) 一 n, 则 A? 一 A. 

23. 若 A 二 了 , 则 称 4 为 对 合 阵 , 试 证 :n 阶 方 阵 A 为 对 合 阵 的 充 要 条 
件 为 r(I 十 A) 十 r(I 一 4)=n. 

24. 设 和 A,B 为 n 阶 对 合 阵 , 生 det4hB 一 0, 试 证 :存在 非 零 列 向 量 已 ， 
使 BAX 十 X=0. 


| 人 
25. 设 n 阶 方 阵 Bi ,… ,Bi 满足 工 B, 二 0, 试 证 : 


天 
> ) rB) ER— Dn. 


t=1 


1 线性 空间 与 线性 变换 


1 线性 空间 与 线性 变换 


线性 空间 与 线性 变换 是 线性 代数 中 最 基本 的 两 个 概念 ,它们 分 别 是 
2 维 向 量 空间 F* 与 线性 变换 Y 一 AX 的 推广 . 


1.1 线性 空间 的 基本 概念 


大 学 线性 代数 中 已 讨论 过 以 nn 元 有 序数 组 (zi ,zs，… ) 为 元 素 的 
n 维 向 量 空间 F" ,在 Fr 上 定义 了 加 法 以 及 数 域 中 数 与 向 量 的 乘法 ( 统 
称 为 线性 运算 ). 在 线性 运算 的 基础 上 ,rr 中 每 一 个 向 量 都 可 以 用 n 个 标 
准 单位 向 量 e ,es,…,e; 线性 表 出 . 当 n=3,=R 时 ,Fr 就 是 熟知 的 三 维 
几何 空间 . 

有 些 其 它 的 系统 也 有 类 似 于 =” 维 向 量 空间 F" 的 结构 ,例如 RLz], 一 
{ao 十 az 十 … 十 aiz | YaiER,i 一 0,1,…,n 一 1) ,在 其 上 有 多 项 式 的 
加 法 运算 以 及 实数 与 多 项 式 的 磁 法 , 且 任 一 多项式 可 经 ”个 多 项 式 :1,z， 
…z" 1 线性 表 出 , 它 关于 线性 运算 的 结构 与 R" 本 质 上 相同 . 

现在 我 们 不 考虑 集合 中 元 素 的 具体 属性 , 而 只 研究 它们 关于 线性 运 
算 的 性 质 . 下 面 引 进 线性 空间 的 概念 . 

定义 1.1.1 设 V 是 一 个 非 空 集合 ,F 是 一 个 数 域 . 如 果 

Ao:V 上 定义 了 一 个 叫 加 法 的 运算 , 即 给 定 一 法 则 ,使 V 中 任 两 元 素 
〈 也 叫 向 量 )a 与 均 有 了 唯一 YEV 与 之 对 应 . 称 y 为 @ 与 之 和 , 记 ? 一 a 
十 有 ,并 说 Y 关于 加 法 封闭 . 

加 法 还 满足 ， 

Ai: Va,PEV,atp=p+e; (交换 律 ) 

A4A::Va'p,7YEV,(c 十 及 十 7 一 C 十 (8 十 7); (结合 律 ) 
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A;: 存 在 0EV ,使 得 对 任何 mEV 均 有 a 十 0=a;( 称 0 为 零 元 素 ,也 叫 
零 向 量 ) 

A4: YaEV,3BEV, 使 a 二 +p 一 0;( 称 为 @ 的 负 元 素 ,也 叫 负 向 量 ) 

Mo :定义 了 一 个 数 乘 运 算 , 即 给 定 一 法 则 ,使 下 中 任 一 数 & 与 V 中 任 
一 元 @ 均 有 V 中 唯一 6 与 之 对 应 , 记 6 二 ha ,并 说 V 关于 数 乘 封闭 . 

数 乘 与 加 法 还 满足 ， 

Mi:Va€V,la=a; 

M2: VE,LEF, YaEV, ka) = (kDe; 

M3: VE,LEF, YaEV, (kt+Da=he tt Io; 

M:VEREF, Va,PEV,k(ath) = he tkp. 

则 称 V 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 , 记 为 V(F). 加 法 和 数 乘 统称 为 线性 

注 :定义 1.1.1 中 有 Ai 可 从 Ai,As,A 及 Mi,M;,M 推出 (证 明 可 参 
看 复旦 大 学 数学 系 主编 的 《高 等 代数 》,1987 年 第 1 版 ), 故 可 删 去 . 这 里 
为 避免 较 长 的 证 明 及 运用 方便 ,因此 仍 保留 了 Ai. 

用 定义 1. 1. 1, 不 难 一 一 验证 下 列 例子 都 是 指定 数 域 上 的 线性 空间 . 

例 1 后 二 ((zxi,z2 ,Xn)| YXxiEF,i 一 1,2,…,n}) ,关于 通常 意义 
的 向 量 加 法 与 数 乘 构成 上 线性 空间 . 

例 2 F[zj={atazt"+anr"| Yai€EF,i=0,1,.,n; VnEN) 
关于 多 项 式 加 法 与 数 乘 构 成 下 上 线性 空间 ,其 中 NN 为 自然 数 集 . 

例 3 Fx" 二 ((as )sxn| Yay 人 EF} 关 于 和 矩阵 的 加 法 及 数 乘 构 成 上 线 


例 4 全 体 实 函数 ,关于 函数 的 加 法 及 数 乘 构成 尺 上 线性 空间 . 

例 5 全 体 正 实 数 尺 ,定义 加 法 为 < 中 0 一 cb, Va,bE RT ;定义 数 乘 
为 Coa 一 ao YAER,YaER+.R+(CR) 是 一 个 线性 空间 . 

这 里 只 证 明 满足 A; 与 Ma ,其 余 请 读者 自 证 之 . 

As:3jlcER+, YaER+ya 中 1]=aXx1l 一 a; 故 A 成 立 . 
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Ms: Vk,IER, VaERT (RE 十 DGCOa 一 oa 一 ata 一 aa 一 ECOac 中 / 
@a, 故 M: 成 立 . 

例 6 V={@}) ,定义 @ 十 a 二 &,ke 一 a, VREF. 则 不 难 验证 VC(F) 是 
一 个 线性 空间 ,a 就 是 V 的 零 向 量 ,a 的 负 向 量 仍 是 a. 

称 只 含 零 向 量 的 线性 空间 为 零 空间 . 

一 般 的 线性 空间 V(F) , 若 它 至 少 有 一 个 非 零 向 量 , 那 么 是 否 一 定 有 
无 穷 多 个 向 量 呢 ? 先 来 讨论 线性 空间 的 性 质 . 

定理 1.1.1 设 V(F) 为 线性 空间 , 则 

1" 零 向 量 唯一 ; 

2 任 一 向 量 的 负 向 量 唯一 ; 

3° 0g=0; 

4°k0=0; 

5° (一 1])a 二 一 ga( 一 @ 为 @ 的 负 向 量 ), (一 k)a= 二 一 ha; 

6° 若 如 一 0, 则 或 上 一 0 或 wx 一 0. 

证 明 1 设 0 与 0 均 为 V 的 零 向 量 , 于 是 由 As 及 A 有 


0 一 人 十 0， 一 0 十 0) 一 (0.2. 

2" 设 羽 与 甩 均 a 的 负 向 量 ,于 是 由 A,,As,As 及 A; 有 
PB =P+0=P + (at+p) 

=(p a)+p=(atp)+P 

一 0 十 到 一 户 十 0 一 户 . 
今 以 一 z 表示 e 的 负 向 量 , 且 定义 减法 :a 一 1 一 c 十 (一 月 . 
3” 根据 Mi ,Ms ,有 

x 十 0 一 lc 十 0 一 (1 十 0)g 一 10 一 0， 
两 端 分 别 加 (一 c), 即 得 0 一 0. 

4 ke 十 k0 一 上 CC 十 0) 一 xir ,两 端 分 别 加 如 的 负 向 量 , 即 得 


es。 2] 。 
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5° 因 @ 十 (一 ])g 二 lg 十 (一 1)g 二 [1 十 (一 1) ja 一 0g 一 0, 故 
(—Da=—ea. 

同 理 hg 十 (一 kg 二 [k 十 (一 k)Ja 一 0g 二 0, 故 
(一 Da 一 一 如 . 

(请 读者 想 一 想 :4" 和 5" 的 每 一 个 等 号 根据 什么 ?) 

6" 如 果 4 天 0, 则 二 EF, 根 据 Mi ,Ms 及 4 有 


证 毕 . 

定义 1.1.2. 设 V(CF) 为 线性 空间 ,WCV, 若 网 关于 V 上 线性 运算 
也 构成 上 线性 空间 , 则 称 W 是 V 的 子 空间 , 记 为 W<&V. 

例如 Fr 中 一 切 对 角 阵 的 集合 D, 关于 和 抑 阵 的 加 法 及 与 数 的 习 法 仍 
是 上 线性 空间 , 故 D, 是 下 "的 子 空间 . 

如 果 W 是 线性 空间 的 子 集 ,那么 在 WW 上 Ali,A; 及 AM 至 MM 必定 满 
足 . 如 果 丈 非 空 ,又 关于 线性 运算 封闭 ,那么 根据 定理 1. 1. 1 的 3" 及 5°， 
VaEW,0a 二 0EW,( 一 1)g= 二 一 gE€EW, 因 此 在 W 上 A;,A4 也 成 立 , 故 
有 下 面 的 定理 .. 

定理 1. 1.2 线性 空间 V(F) 的 非 空 子 集 W 是 V 的 子 空间 , 其 充分 
必要 条 件 是 W 关于 V 的 线性 运算 封闭 . 即 YVe,pEW, 有 a+PEW; Ve 
EW, VkREF, 有 haq EW. 或 合并 为 Vk,LEF, Va,BEW, 有 ka 十 BEW. 

任 一 线性 空间 都 有 两 个 特殊 的 子 空间 ,一 个 是 本 身 , 另 一 个 是 由 单个 
零 向 量 组 成 的 零 子 空间 , 记 为 {0}. 

例 7 5S, 二 {414' 一 4,4E FX"} 是 Frx* 的 子 空间 ,这 是 因为 YA,B 
ES,,(kATB)'=AMATT+BT=AA 二 旭 , 故 扩 十 BES,. 
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根据 定理 1. 1. 2 ,容易 验证 以 下 各 例 . 

例 8 R[z], = {ao 十 az 十 … 十 aiz | Ya;:ER}) 是 RLzj 的 子 
空间 . 

例 9 Ss 一 {|AX 二 0, 关 E 户 ), 其 中 AEFYX", 则 S4 为 F* 的 子 
空间 . 

例 10 设 mw，……o 为 线性 空间 VC(F) 中 向 量 , 作 


w= (Dza| Vz erF) 
则 殉 为 V 的 子 空间 . 称 此 W 为 向 量 组 {oi}4 所 生成 的 子 空间 , (as)4 为 W 
的 生成 系 ,a; 为 生成 元 ,可 记 W 为 


Lie s0Q2 ,Qk | 或 span{@ai »02 ， ”905 }. 


n 维 向 量 空间 R" 可 看 作 是 {e;)? 生成 的 . 一 般 的 线性 空间 是 否 也 有 
类 似 的 结构 ? 


1.2 基 、 维 数 与 坐标 变换 


首先 引进 线性 相关 与 线性 无 关 的 概念 . 
定义 1.2.1 设 {a;)t 为 线性 空间 V(F) 中 个 向 量 , 若 存 在 不 全 为 


天 
零 的 Cl9C2， 9 (CR EF 使 > CiQ; C01 十 cz@i 十 … 十 cp@4 二 0, 则 称 向 量 组 
i=1 


(ai 上 4 线性 相关 ;否则 为 线性 无 关 , 即 > cai 一 0 当 且 仅 当 上 一 一 
一 0. 

根据 定义 易 见 :由 单个 向 量 wm 组 成 的 向 量 组 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 
外 天 0.A>>2 时 , (a)4 线性 相关 的 充 要 条 件 是 至 少 有 一 向 量 可 经 组 中 其 余 
向 量 线性 表 出 ; {a)f 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 每 一 向 量 都 不 可 表示 为 组 中 其 
余 向 量 的 线性 组 合 . 这 与 我 们 对 “相关 ”或 “无 关 ” 的 感性 认识 是 一 至 的. 


ee。 23 。 


。 DO4 。 


工程 婚 阵 理论 


由 于 以 上 概念 与 维 向 量 空间 中 的 相应 概念 在 本 质 上 是 相同 的 , 故 
n 维 向 量 空间 中 有 关 线 性 相关 的 性 质 完 全 可 以 搬 到 抽象 的 线性 空间 中 ， 
其 证 明 也 类 似 . 这 里 不 再 多 讲 , 只 将 其 中 一 条 重要 的 定理 证 明 如 下 . 

设 线性 空间 V 中 有 两 组 向 量 ; (I 了):@i,@2)…,@; (了 ):pB ,PB ,…,p. 

定理 1.2.1 若 向 量 组 (I ) 线 性 无 关 , 且 (了) 可 经 (了 ) 线 性 表示 , 则 
st. 

证 明 设 


ri 一 > bah, (1=1,2,.,s), (1. 2. 1) 
作 线性 组 合 -ax ,将 式 (1 2.1) 代 入 得 
> Zi 一 > Li > biB; = > > ribsB; 
= 3 (3 0)p, 


(1. 2. 2) 


考虑 齐 次 方程 组 
D) bxi=0 0 一 1,2，0， (1.2.3) 
i=1 


若 t<s, 则 式 (1. 2. 3) 的 未 知 元 个 数 * 多 于 方程 个 数 1 ,于 是 式 (1. 2. 3) 有 
非 零 解 19 并 2 9 ”95 ,将 这 些 不 全 为 零 的 T1 9 并 2 9 ”95 代入 式 (1. 2. 2) 得 


六 za 一 0, 与 已 知 mn,…,a, 线性 无 关 巴 盾 , 故 ss 

证 毕 . 

由 定理 1. 2. 1 不 难得 到 下 列 推论 . 

推论 1 若 向 量 组 ( 工 ) 与 (并 ) 都 是 线性 无 关 的 , 且 ( 工 ) 与 (IT ) 可 以 
相互 线性 表示 , 则 * 一 此 

推论 2 若 向 量 组 ( 工 ) 可 经 (了) 线性 表示 ,上 且 :>>t, 则 ( 工 ) 必 线性 相关 . 
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根据 推论 1 可 知 , 若 线 性 空间 V 由 个 向 量 @i,@z,，*…,@, 生成 , 且 
{@;)? 线性 无 关 , 那 么 V 的 任意 一 个 线性 无 关 生 成 系 所 含 向 量 的 个 数 都 
是 2”. 又 由 推论 2 可知 ,此 时 V 中 任意 (2 十 1) 个 向 量 都 是 线性 相关 的 . 可 
见 这 个 量 “m” 反 映 了 V 的 线性 无 关 的 “程度 ”; 并 且 生 成 系 所 含 向 量 的 个 
数 也 不 可 能 再 少 , 故 这 个 “n” 又 反映 了 V 的“ 大小” 

定义 1.2.2 若 线性 空间 Y 由 2” 个 线性 无 关 的 向 量 wk ,wz ,oa 生 
成 , 则 称 向 量 组 w ,wz ,……a 为 V 的 基 , 每 个 wi 为 基 向 量 ; 称 ” 为 V 的 维 
数 , 记 为 dimV 一 n; 规 定 零 子 空间 的 维 数 为 0. 

车 线性 空间 V 不 存在 由 有 限 多 个 元 构成 的 生成 系 , 即 对 任何 整数 ”， 
都 存在 ”个 线性 无 关 的 向 量 , 则 称 V 是 无 限 维 的 . (本 课程 主要 讨论 有 限 
维 线性 空间 ,但 凡 没 有 注 明 是 有 限 维 的 命题 ,不 言 而 喻 ,对 无 限 维 也 成 立 ) 

例如 在 RLX] 中 ,不 论 n 多 大 ,nn 个 多 项 式 :1,x,…,x”! 总 是 线性 无 
关 的 , 故 RLXj 是 无 限 维 的 . 

例 1 RLX], 是 n 维 的 ,可 取 多 项 式 1,zx,…,x” :为 它 的 基 . 

例 2 Fx* 中 任 一 矩阵 可 经 Ey ,Es,… ,Bi, ,Ez … ,FE ,… ,EE, 线 性 
表示 , 易 证 {Ey |i 二 1,2,…,s;j 一 1,2,…,nn} 这 sXn 个 矩阵 线性 无 关 , 所 
以 它 是 Fx 的 基 , 于 是 dimF*" 二 sXn. 

例 3 Ss 一 {XIAX==0,XE8F}) ,其 中 AEFX",r(4) 二 r, 则 AX=0 的 
基础 解 系 为 Sa 的 基 ;dimS4 一 n 一 x. 

例 4 第 1.1 节 中 例 5,R+(R) 中 任 一 元 素 aER+ ,有 


a 一 em 一 (lna)GCoOe， 


e 是 R'(R) 中 的 非 零 元 素 ,线性 无 关 , 故 e 是 Rt 的 基 ;dimR1 一 1. 
例 $ _ W(F)=={B|4B= 一 BA,BE Fx") ,其 中 


A=diag(1 ,2,.…,n). 
设 B, ,B, EW, 则 


A(kB! 十 B， ) —kAB, 十 L4B， =kBIA+T/B,A= (kB 十 JB,)A， 
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故 
kB! 二 1B， EW, 


因此 W 是 线性 空间 . 
设 B= 二 (6b; ),xsEW. 由 4B 一 BA 得 
所 以 1 天 7 时 ,bs 一 0. 
因此 ,W 是 一 切 n 阶 对 角 阵 的 集合 . 任 一 n 阶 对 角 阵 


diag( x ,Te 一 >», zik; 9 


易 证 {E;)? 线性 无 关 , 所 以 它们 是 W 的 基 , 且 dimW 一 x. 

线性 空间 的 维 数 与 基 还 有 下 面 的 关系 . 

定理 1.2.2 设立 是 ” 维 线性 空间 , 则 7 中 任意 = 个 线性 无 关 的 向 
量 都 构成 V 的 基 . 

证 明 设 (B.)? 为 V 中 线性 无 关 的 向 量 组 . 任 取 V 中 向 量 @, 由 于 
dimV 一 ”任意 (2 十 1) 个 向 量 必 线 性 相关 , 故 ge, 户 ,…, 及 线性 相关 ,于 是 
存在 不 全 为 零 的 数 c,cl,…,c, 使 


catcp 十 … 十 cb, 二 0. 


若 一 0, 则 a ，…，,cs 不 全 为 零 , 且 >) cp 一 0, 与 {有 1 线性 无 关 巴 
盾 , 故 c 关 0. 于 是 根据 线性 空间 定义 中 的 Mi ,Mi ,Mi ,As 及 定理 1.1.1 等 
便 得 

os 

CG 之 ( c )B.， 


因此 ,根据 定义 1.2.2,{p)? 为 V 的 基 . 
证 毕 . 
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线性 空间 V 的 基 与 V 的 子 空间 的 基 有 何 关系 ? . 

定理 1.2.3 设 W 是 维 线性 空间 V 的 子 空间 , 若 wm ，…ar 为 克 
是 基 , 则 Y 中 必 存 在 (2 一 六 个 向 量 wo 使 woo 为 V 的 基 , 即 
可 扩充 W 的 基 为 Y 的 基 . 

证 明 对 (nn 一) 用 归纳 法 . 

当 V 的 维 数 为 7 时 ,根据 定理 1. 2. 2 向 量 组 oy，…,@, 是 V 的 基 , 故 
2 一 7 一 0 时 命题 正解 . 

现在 假定 x 一 r= 二 之 0 时 命题 正确 ,考虑 ”一 ”一 & 十 1 的 情况 . 

设 锯 ,…,6, 为 V 的 基 . 若 对 一 切 i(1 志 i<n) ,向 量 组 5 ,al ov 都 
是 线性 相关 的 ,那么 从 定理 1. 2. 2 的 证 明 可 知 & 可 经 {@;)1 线性 表 出 ,又 
nr, 根 据 推论 2,{&;)? 线性 相关 ,与 {€:)? 为 V 的 基 矛 盾 . 因此 ,存在 ;1 
in) , 使 wo 线性 无 关 . 而 向 量 组 cc 生成 的 子 空间 
是 (7 十 1) 维 ,又 n 一 (r 十 1 二 ,根据 归纳 法 假设 ,可 扩充 @1,…,@,,6; 为 V 
的 基 . 

证 毕 . 

类 似 于 解析 几何 ,下 面 引进 线性 空间 中 向 量 的 坐标 概念 , 容易 证 明了 
中 向 量 经 线性 无 关 的 向 量 组 线性 表 出 时 系数 唯一 (作为 习题 )， 

定义 1.2.3 设 w ，…o 为 线性 空间 Y 的 基 , 若 V 中 向 量 


如 
6 一 p> iii， 
i=1 


则 称 x 元 有 序数 组 (xi ,zs，…,z,) 为 在 基 {@;)? 下 的 坐标 , 列 向 量 (xj， 
…,z)7 为 的 华 标 向 量 . 

从 定义 1. 2. 3 可 见 ,车 V 是 数 域 F 上 维 线性 空间 , 则 V 中 向 量 的 
坐标 向 量 是 Fr 的 元 素 . 

现在 研究 线性 空间 V 中 向 量 组 的 秩 与 它们 的 坐标 向 量 组 秩 的 关系 . 

定理 1.2.4 设 {a)? 为 线性 空间 V 的 基 ,V 中 向 量 & 在 基 {a,)1 下 
坐标 向 量 为 X;—= (x T2099 Ty )TCG=1 2 ,7) ; 则 后 9 ,&, 线性 无 关 
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的 充 要 条 件 为 矩阵 (加 .CELL 下) 的 秩 为 7。 
证 明 将 & 的 坐标 代 和 人 上 2 四 的 线性 组 合 


r r n n 也 
2 cj 一 2 ci 之 zy0i— 2) ( 2 crs ja 
i=l j=1 汪 ; 


i=l1 j=1 


中 ,由 于 {@;)? 线性 无 关 , 故 
>) ci 一 0 全 y， Xaci;—0 (1=],2,** ,1), (1, 2. 4) 
j=1 j=1 


因此 ,61,…,6; 线性 无 关 傅 齐 次 方程 组 (1. 2. 4) 只 有 零 解 兮 系数 矩阵 (Xi ， 
和 于) 的 秩 为 
证 毕 . 
例如 设 Q1;02,03 ,04 ,05 为 五 维 线性 空间 V 的 基 , 且 
B 一 CI 十 wa2 一 40s 十 4 十 20r5 多 


康王 oa 十 oo 十 3es 一 04 一 05. 


由 于 坐标 向 量 (1,1, 一 4,1,2)T,(1,1,3, 一 1, 一 1)7 线性 无 关 , 所 以 
及 , 庆 也 线性 无 关 . 下 面 我 们 利用 定理 1. 2.4 将 及, 良 扩充 为 V 的 基 ( 不 


唯一 ) 
r1 1- 
1 1 1 
在 矩阵 | 一 4 ”3 | 中 二 阶 子 式 _ ， 0, 于 是 五 阶 行列 式 
1 一 1 
[2 一世 
1 1 000 
1 1 100 
1 1 
4 3 000 --| Ee 
一 4 3 
1 1 0 10 
2 —1 001 
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故 相 应 矩阵 的 秩 为 5. 而 V 中 以 后 面 三 列 为 坐标 向 量 的 向 量 是 wi ,ws ,ws , 根 
据 定理 1. 2. 4, 记 , 记 ,aa ,aa ye 线性 无 关 , 所 以 它们 可 作为 V 的 一 组 基 . 

下 面 研究 类 似 于 解析 几何 中 坐标 变换 的 问题 . 

设 {@:)? 与 {B.)? 为 V 的 两 组 基 ,B 在 基 {@;)? 下 坐标 向 量 为 P) 一 
(pyspz，…,pw) .于 是 


应 puo 二 pzl@2 十 … 十 pn@n » 
PB =piz@it p20 tT pra tn, 


(1.2.5) 
B= pi@1 + Panta tt pmlrn. 
为 书写 及 运算 方便 ,引进 形式 上 写法 ,将 式 (1. 2. 5) 表 示 为 
Pu pr pi 
(Bis Bas) = Ca as Go) 人 机 加 可 ，(1.2.6) 


Da pr 四 Pm 
即 把 向 量 当 作 是 矩阵 的 元 素 , 按 和 矩阵 运算 规则 运算 . 可 以 证 明 这 种 形式 写 
法 满足 矩阵 的 运算 律 . 以 后 我 们 常用 形式 写法 进行 运算 . 

称 式 (1. 2. 6) 右 端的 矩阵 了 二 (ps ),x, 为 基 {@;)? 到 基 {B.)? 的 过 渡 矩 
阵 . 根据 定理 1. 2. 4 知 P 是 可 逆 阵 . 

设 


一 ii 一 (Cl 02 ，*** ,0 )X, 其 中 及 二 (zl ,2 ss Ta) 


€= 2 yiBi;= (Bp ,Pb BY, 其 中 Y= (yl ,Ya yn) 


i=] 


将 式 (1. 2. 6) 代 入 即 得 


(ai 9 人 2 0 一 (Ci 2 0 PY, 
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由 于 {@;)1 线性 无 关 , 故 
X 一 PY 或 Y=P-!X. (1.2.7) 


以 上 两 式 就 是 坐标 变换 公式 . 
1.3 子 空间 的 和 与 交 


有 时 需 把 维 数 高 的 线性 空间 分 解 为 维 数 低 的 子 空间 之 直 和 来 研究 . 
定义 1.3.1 设 W,V: 是 线性 空间 Y 的 子 空间 , 则 称 


十 一 (gl 十 wz | YenaEGVi， Vo 人 EV,} 
为 Vi 与 V; 之 和 ; 
ViNV:=(algEV!: H a€EV,)} 


为 Vi 与 V 之 交 . . 

定理 1.3.1 线性 空间 V 的 子 空间 Vi 与 Vz 的 和 Vi 十 Vi 与 交 Vi 门 
Vz 都 是 V 的 子 空间 . 

证 明 首先 VV 十 V 显然 是 V 的 非 空子 集 ; 其 次 Ya,BEVi 十 V;, 有 
Q 一 Qi 十 Q2 ,Bp 二 十 Bo ,其 中 @; ,BEVi(i 二 1,2). 于 是 


ka 一 &(COn 十 @z) 十 LB 十 p2) 
= (kg1 + Bi) + (km; tp;) EVitV:, 


所 以 
Vi+V:<V. 


再 看 Vi 站 Vz. 显然 0E mV , 故 友 门 w 是 V 的 非 空 子 集 . 又 Va,p 
EViNnVo, 有 @,BEVi 且 EV;, 于 是 ha 十 人 BEVI 且 EV;, 即 


ka -BEV NV 9 
所 以 
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ViNVi<V. 
证 毕 . 
定理 1.3..2( 维 数 定理 ) 设 Wi ,V: 是 线性 空间 V 的 两 个 有 限 维 子 空 
间 , 则 
dimVi 二 dimV; 二 dim(Vi 十 Vi) 十 dim(Vi Vs). 


证 明 设 ai 9 为 Vi NV: 的 一 组 基 ,r 守 0( 当 Vi 门 Vz 为 {0} 时 ,r 
一 0). 
{@i)? 在 Vi 中 ,由 定理 1. 2. 3 可 以 扩充 为 Vi 的 基 , 设 为 


(CIT) ep bp， 其 中 s 宕 r; 
又 (ai) 在 V; 中 ,把 它 扩 充 为 Vi 的 基 , 设 为 
CI) gi b+ 6， 其 中 >. 
于 是 
Vi+Vi=span{@i 有 


下 面 证 明 ( HH):@ ,* Or ,有 + 0 01 06， 线性 无 关 . 


若 
p> aiQi 十 y， biB; 十 >») c6;=0,， (1. 3. 1) 
i=1 i=rtl i=7+l 
则 
> aai 十 2) bh:=— > cf.. (1. 3. 2) 
i=1 i=tl i : 


式 (1. 3.2) 的 左 端 向 量 属于 Vi, 右 端 向 量 属于 Vi, 故 属于 Vi 与 V， 
之 交 , 因 此 可 经 w mV: 的 基线 性 表示 ,于 是 有 


一 > ci@;= >， CQ ;i» (1. 3. 3) 
i=rtl i=1 
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而 向 量 组 CI ) 是 V: 的 基 , 故 有 c1 一 …… 一 C 一 0. 将 此 结果 代 人 式 (1. 3. 2)， 


又 向 量 组 (了 工 ) 是 Vi 的 基 , 故 a 王 … 一 dr 一 六 一 … 一 六 一 0. 即 式 (1. 3. 1) 
仅 当 系数 全 为 0 时 成 立 , 所 以 向 量 组 ( 亚 ) 线 性 无 关 . 即 得 


dim(V 十 V) 王 5* 十 上 一 "一 dmw 十 dimv: 一 dimGCw (NV;). 
证 毕 . 
Ty Ty 
例 1 已 知 W=={| ||z=») ,w={| ?||z+yte=0}. 
之 z 


Wi ,Wi 均 为 F2*? 的 子 空间 ,不 难看 出 dimWi = 二 3,dimW; 二 3. 因为 
Ty 
wiNw={| "||z=y x+yte=0), 
z 


故 dim(Wi 门 W;) 二 2. 于 是 根据 维 数 定理 得 dim (Wi 十 Wi) 二 4. 又 Wi 十 
及] 过 ;所 以 W, 十 W, = 二 FPF2X?., 
事实 上 任 一 矩阵 可 分 解 为 


[oF ,w+ , ”] 
z 上 z—Zzx+y £ z 0 J 


其 中 


| ” “ew,, | ”“|ew: 
z—Zzx+y 1 zxz—y 0 

不 难 作 出 其 它 形式 的 分 解 , 即 这 种 分 解 不 唯一 . 今后 有 用 的 是 分 解 形 
式 唯一 的 那 种 分 解 . 

定义 1.3.2 设 Vi,V; 为 线性 空间 V 的 子 空间 , 若 十 Vz 中 任 一 
向 量 @ 分解 为 Vi 中 向 量 与 V; 中 向 量 的 和 时 ,分 解 式 唯一 ( 即 若 we 一 十 
i2 一 记 十 记 ,其 中 @; ,BEVi, 则 必 有 @&i; 二 Bp.(i 二 1,2)), 则 称 和 Vi 十 Vi 为 
直 和 , 记 为 VDV:. 

定理 1.3.3 设 Vi,V; 是 线性 空间 V 的 子 空间 ,下 列 命题 等 价 : 
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1° Vi 十 Vz 是 直 和 ; 

2° Vi 十 V; 中 零 向 量 的 分 解 式 叭 一, 即 若 @; EV;(i 二 1,2), 叉 @i 十 @2 
一 0, 则 必 有 oa 一 az 一 0; 

3 wmv 一 (0}. 

车 Vi 与 Vs 为 有 限 维 , 则 以 上 命题 与 4 等 价 : 

4 dmw 十 dimVv 一 dim(w 十 ). 

证 明 对 1 ,2 ,3" 采 用 循环 证 法 . 

1°=>2":2" 是 1 的 特例 

2"=>3”: YaEVifVi, 由 于 Vi 门 Vz 是 线性 空间 , 故 一 a 也 属于 Vi 门 
Vs ,于 是 @ 十 (一 @) 一 0, 而 EVi, 一 gEV;i ,根据 2 知 w 一 0. 

3°=>1°: YaEVi 十 Vi, 车 @==@i 十 @2 = 二 忆 十 妨 , 其 中 0 EV,BEV(Gi 
二 1],2), 则 


Ql —h 一 应 一 C2， 
上 式 左 端 向 量 属于 Vi , 右 端 向 量 属于 V: ,所 以 属于 Vw 站 Vz ,又 根据 3" 知 
bi 一 太一 户 一 az 一 0， 
即 al = ?人 2 一 应. 
再 证 4 与 3 等 价 . 当 Vi 与 Vi 为 有 限 维 ,根据 维 数 定理 
dmw 十 dimV: 一 dim(w 十 V) 十 dimCw [1V;)， 
所 以 
dimw 十 dimV: 王 dimCw 十 V2:) 
Odim(Vi NV)=0 
OV NV = {0}. 
证 毕 . 
定理 1.3.4 设 W 为 n 维 线性 空间 V 的 > 维 子 空间 , 则 必 存 在 V 
的 (n 一 7r) 维 子 空间 W: ,使 V=Wi@DW,. 


s。 33 。 


se。 34 。 


工程 矩阵 理论 


证 明 设 @,…,@; 为 Wi 的 基 , 由 定理 1.2.3 可 它 可 以 扩充 为 V 的 
基 , 设 为 


0 Or 0. 
作 
W;:=span{@,r1 on )， 
则 dimW; 二 nn 一 r, 且 
V=Wi 二 +W:. 


又 根据 维 数 的 关系 有 dim(Wi 十 Ws) 二 n= 二 dimWi 十 dimW; ,由 定理 
1. 3. 3 即 得 Wi 十 Ws 是 直 和 ， 

证 毕 . 

下 面 研究 多 个 子 空间 的 和 . 由 于 子 空间 的 和 仍 是 子 空间 ,因此 多 个 子 
空间 的 和 不 必 重 新 定义 , 又 因为 线性 空间 的 向 量 加 法 满足 结合 律 ,因此 表 
示 多 个 子 空间 的 和 时 不 必 加 括号 . 

定义 1.3.3 设 V,V;,…,V, 为 线性 空间 V 的 子 空间 ,车 对 和 Vi 十 
W 十 … 十 W 中 任 一 向 量 @, 每 个 V; 中 都 存在 唯一 @; 使 


[+ 十 Cs 十 … 十 C， 9 


则 称 和 六 十 Vz 十 … 十 V; 为 直 和 , 记 为 V1V; 中 …V.. 

对 于 多 个 空间 的 直 和 ,有 类 似 于 定理 1. 3. 3 的 结果 . 

定理 1.3.5 设 Vi(i 二 1,2,…,s) 为 线性 空间 V 的 子 空间 ,以 下 命题 
等 价 : 

1 总 十 Vi 十 … 十 V, 为 直 和 ; 

2° 若 V 中 向 量 w;(G 一 1,2……s) 使 ol 十 os 十 … 十 一 0, 则 w 二 ;二 


… 和 一 0 一 0; 


3 VN 2 Vi={0},k=1,2,.…,s. 
=1 
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车 Vii，,…,V,; 为 有 限 维 , 则 以 上 命题 与 4 等 价 : 
4 dimVi 十 dimVz 十 … 十 dimV ,二 dim(Vi 十 Vz 十 … 十 V,). 
(证 略 ) 
对 于 多 个 子 空间 的 和 , 仅 有 两 两 交 为 {0} 是 不 能 保证 和 为 直 和 的 . 例 
如 ,R? 的 三 个 子 空间 
Vi={(z,0)| YrzER), 
V2={(zx,7)|Y zrER), 
Vs={(z,27)| VY XER)}, 


虽然 它们 两 两 之 交 为 {0} ,但 Vi 十 Vz 十 Vs 不 是 直 和 ,事实 上 ,Vi 十 Vz 十 V， 
二 R? ,和 的 维 数 2, 而 维 数 的 和 却 是 3. 
例 2 设 C* 的 子 空间 


Ty 
VV 二 | vzr,yEC ， TV， 一 | vzvyEc ， 
zy 


分 别 求 Vi »V? »V1 门 V: 及 Vi +V: 的 基 . 
解 Vi 中 任 一 向 量 为 


x 


一 并 
»》 TY 


1 一 1 
-| 十 y 


0 0 

1 中 
1 —1ll 10 0 

式 中 | 。 ,| _ ,| 线 性 无 关 , 故 它们 可 作为 Vi 的 基 


1 01 /0 1 
同 理 ,V: 的 基 可 取 | | ， | 
1 0) lo 1 


对 Vi 人 Vz, 设 


Xl 2 
EVifV: Ors = zr, = x rx ,Xs = 
3 Xa 
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1 一 ] 
又 dim(W 十 ) 王 dimVwi 十 dimw: 一 dimCw 站 vv ) 一 3, 而 


村 1 一 1 /0 0 1 0} f0 1 
6 OP | | : | | ， | | ， | | ; 
0 0 1 —1) ll1 0) lo 1 
生成 系 中 任意 三 个 线性 无 关 元 素 都 可 作为 Vi 十 Vs 的 基 . 


0 1 1 0 1 一 1 0 0 
a = 一 
0 1 1 0 0 0 ] 一 | 
意 三 个 作为 w 十 Va 的 基 . 
例 3 设 4EFo, 且 42 一 4. 作 屎 子 空间 ， 


试 证 :天 = 中 V， 
证 明 先 证 站 Vs 一 (0)}. 
VXEVifVi, 有 有关 =AX= 二 0, 所 以 Vi 门 V,=={0}. 


其 次 ,VXE I 有 
X=X—AX 十 AX， 
而 
A(X—AX)—=AX—A’:X¥=0, 
故 
X—AXEV. 
而 


A(AX) 二 A:XX=AX， 
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[a 


AXEV,. 


所 以 所 CVi 十 Vi,; 又 Vi 十 V 似 户 . 综 上 即 得 
天 一 六 中 V:. 


证 毕 . 
1.4 线性 映射 


映射 是 实数 域 上 函数 概念 的 推广 . 
定义 1.4.1 设 S 和 了 是 两 个 集合 ,8 是 一 个 法 则 ,使 对 S 中 每 一 元 
素 * 在 工 中 必 存 在 唯一 元 素 上 与 之 对 应 , 则 称 f 是 S 到 工 的 映射 , 记 为 


JS 一 了 ,js) 一 上 


称 上 为 * 的 象 ,s 为 1 的 原 象 (注意 ;i 的 原 象 未 必 唯 一 ). S 在 映射 了 下 
的 全 体 象 记 为 f(S). 由 定义 可 见 f(S)CT. 称 S 到 S 的 映射 为 S 上 的 

车 A(S) 二 TT, 则 称 为 满 射 . S 上 任 一 映射 必 是 S 到 了 (S) 的 满 射 .车 
Vs ES, 当 f(s1) 二 f(s) 时 必 有 5 二 5 , 则 称 了 为 单 射 .车 f 既是 满 射 
又 是 单 射 , 则 称 f 为 双 射 ,此 时 f 确定 了 集合 S 与 工 之 间 的 一 一 对 应 . 

例 1 设 入 为 全 体 自然 数 ,E 为 全 体 正 偶数 , 则 f(n)= 二 2n 是 N 到 EE 
的 一 个 双 射 . f 也 是 NN 到 NN 的 映射 ,是 单 射 ,但 不 是 满 射 . 

例 2 若 /(4) 一 det4 ,VAER”™", 则 是 R*™* 到 RR 的 一 个 满 射 ,但 
不 是 单 射 . 

例 3 车 f[p(zx)]==p (zx),p(z)ER[zj, 则 了 是 RLzj 到 R[xz] 的 一 
个 满 射 . 对 于 RLxzj, 而 言 ,f 是 RLzj, 到 RLzj, 的 一 个 变换 ,但 不 是 满 
射 , 也 不 是 单 射 ,也 不 是 单 射 . f 是 R[xj, 到 RELzxj],-1 的 满 射 . 

例 4 设 V( 户 为 n 维 线性 空间 ,@i ,0 ,…,@, 为 V 的 一 组 基 , V EE 


n 
VE 一 p> XQ;i. 令 
i=] 
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f= rr) (VEED), 
则 了 是 V 到 F" 的 一 个 双 射 . 
以 上 各 例 只 给 出 了 结论 ,它们 的 证 明 请 读者 完成 
例 5 考 Joo=|， ， -YXE 亚 , 则 7 是 已 到 Fr 的 一 个 映 
射 . 设 (zi ,zyza)z 是 FF 的 任 一 向 量 , 则 


Xi 十 2Xx2 十 3x3 
2zi 十 4zy 十 6zs 


zi »T2 ,XT3) 二 


1 
| 一 (zl 十 27y +azs) ,| 


| 1 
| . 它 不 是 注射 ,例如 严 中 | | 就 不 在 /CF 


0 


可 见 fm) ser [ 


2 
中 ; 它 也 不 是 单 射 ,例如 |0 | 与 |1 
ob 
定义 1.4.2 若 线 性 空间 VC(F) 到 UCF) 的 映射 上 满足 


fpr tlB)=Ef (oa) HfB) (VasBEV, Vk,LED), 


则 称 是 线性 映射 ; 当 VCF) 二 UC(F) 时 , 则 称 是 V 圭 线性 变换 . 

记 VC(F) 到 U() 的 一 切线 性 映射 之 集合 为 Hom(V ,器 ). 

根据 定义 1. 4. 2, 不 难 证 明 上 述 例 3 是 线性 变换 , 例 4 与 例 5 是 线性 
映射 , 例 2 不 是 线性 的 . 下 面 研究 线性 映射 的 性 质 . 

设 FE Hom(V ,0), 则 根据 定义 1. 4.2, 有 


2 
与 
4 


的 象 相等 ,都 是 | | 


fl0y)=f(00)=0f(0)=0vu, 
f(—@)=f[(—lea]=— f/f(0), 


k k k 
f(D ceo) 一 >， jcei) 一 Ycf (0), 
i=1 z 一 1 i=1 


因此 ,车 向 量 组 {@:)4 线性 相关 , 则 { f(a;)})t 也 线性 相关 ， 
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在 线性 映射 中 有 两 个 特殊 的 映射 ,一 个 叫 零 映射 , 记 为 0, 它 把 Y 中 
每 一 向 量 都 映射 为 U 的 零 向 量 ; 另 一 个 岂 恒 等 变换 , 记 为 1, 它 把 V 中 每 
一 向 量 映 射 为 本 身 . 显然 , 零 映射 及 恒 等 变 换 满 足 定义 1. 4. 2. 

下 面 给 出 映射 运算 的 定义 . 

首先 要 指出 ,S 到 了 的 两 个 映射 了 与 g 相等 是 指 对 S 中 一 切 元 素 ; 
均 有 f(s) 二 g(s). : 

定义 1.4.3 设 f 与 g 是 线性 空间 VC(F) 到 UCF) 的 映射 ,为 FF 中 
数 , 则 数 乘积 & 及 和 Jf 十 g 是 指 


(PCo) 一 上 Fa) (VeEV)， 
(CTg)(o) 一 Fe) 二 go (YoxEV). 


设 /是 YCPF) 到 UGCE) 的 映射 ,p 是 UC(F) 到 WC(F) 的 映射 , 则 映射 之 
积 gf 是 指 


po 一 [Fo] (VaEV). 


记 上 个 线性 变换 了 之 积 为 ,特别 规定 f° 为 恒 等 变换 . 

定理 1. 4.1 线性 有 映 射 的 数 乘积 .和 以 及 积 都 是 线性 映射 . 

证 明 ”以 积 为 例 来 证 明 . 

设 f 与 9 分 别 是 线性 空间 VC(F) 到 UC 及 UC(F) 到 WF) 的 线性 映 
射 , 于 是 Va',pEV,VA, LEE 有 


pf hatB)=pLf kat Bp)]=opLef C0) tL 
gLkf(@) +oLf BJ=k9f la) + lpf ph). 

证 毕 . 

车 f 是 S 到 了 的 双 射 , 则 由 于 了 是 满 射 , 故 对 下 中 每 一 个 +, 必 存在 s 
ES 使 f(s)=t, 又 由 于 了 是 单 射 , 故 这 个 :是 唯一 的 . 因此 根据 映射 的 定 
义 ,这 个 :与 s 的 对 应 规律 定义 了 一 个 工 到 S 的 映射 , 记 为 y, 由 y 的 定义 
可 知 , VsES 有 
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gLfCs) =y0)=s, 
以 及 VtET 有 
f(D J]=f6)=z. 
即 yf 为 S$ 上 恒 等 变 换 ,fy 为 T 上 和 恒 等 变 换 , 称 y 为 了 的 逆 映 射 , 记 
为 广 !. 此 时 称 /为 可 逆 的 . 请 注意 , 双 射 才 是 可 逆 的 . 
定理 1. 4.2 可 道 线性 映射 之 道 映射 也 是 线性 的 . 
证 明 设 线性 映射 F:V 一 LU , 则 广 ::U 一 V. 
VE,IEU, 记 广 : (£)=a, 广 ! (7) 一 让, 则 fl(o)=é,f(P)=n. 于 是 
由 十 In=kf Ce) + = f(t), 
用 广 ! 作 用 , 即 得 
fi)=f Lf Rot BB) =ka+B 
一 & 广 1(E) 十 1 广 !(C7)， 
所 以 广 :是 线性 的 . 
证 毕 . 
例 4 的 线性 映射 是 双 射 , 故 可 首 . 它 建立 了 V(CE) 与 所 之 间 一 一 对 应 
的 关系 . 


1.5 线性 映射 的 矩阵 


本 节 在 有 限 维 线性 空间 中 讨论 . 

设 f 是 n 维 线性 空间 VC(F) 到 * 维 线性 空间 UCF) 的 线性 映射 .在 V 上 
取 一 组 基 CI » 02 “07 ,在 U 上 取 一 组 基 用 ,te 有 则 对 V 中 任 一 向 量 a 
一 > ZiQi,; 有 f(@) 一 > Zif (Qi). 故 只 要 基 向 量 的 象 fC@m), fl@),…， 
Ac ) 确 定 后 ,fla) 就 完全 确定 了 .而 f(t ),…, fa) 在 U 中 ,可 经 U 的 基 
{BB)i 线性 表示 , 设 


1 线性 空间 与 线性 变换 


上 )=anph ta pe 十 … 十 anp,， 


: (1. 5.1) 
fl@;) =a1npi apz 十 … 十 an8.. 
式 (1. 5. 1) 从 形式 上 可 表示 为 
Qan a aan 


a 
(Fo ) ,cs) fa))—= (Pp ,Pp 有 


1 U2 * dy 


式 (1. 5. 2) 左 端 也 简 记 为 Fo ,ae ;04)， 
称 式 (1. 5. 2) 右 端 矩阵 4 一 (ax ),x: 为 了 在 基 偶 {ai)? 与 {BB)i 下 的 矩 
阵 (表示 】. 特别 当 U=V,p.=@(i=1,2,…,n) 时 , 式 (1. 5. 2) 为 


(fl@1), fo2) ,0 fl0)) = (om 9 人 2 0 


nl Un2 ”Um 
(1. 5. 3) 
称 式 (1. 5. 3) 右 端 矩 阵 4 一 (ar ),xs 为 线性 变换 f 在 基 {a:}? 下 的 矩 
阵 ( 表 示 ). 
由 此 不 难看 出 , 零 映 射 在 任何 基 偶 下 的 矩阵 为 零 矩 阵 ; 恒 等 变换 在 任 
何 基 下 的 矩阵 为 单位 阵 . 
另外 ,如 果 V 中 向 量 & 在 基 @i,@:，…,an 下 坐标 向 量 为 关 , 则 由 式 
(1. 5. 2) 可 得 f(€) 在 基 忆 , 肠 ,… ,Pp 下 坐标 向 量 Y 有 
Y=AX. (1. 5. 4) 


由 此 可 见 , 和 矩阵 为 零 矩 阵 的 线性 映射 是 零 映 射 ,矩阵 是 单位 阵 的 线性 
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变换 是 恒 等 变换 . 
例 1 在 RLz], 中 作 DLp(zx)j] 一 p(xz),p(z)ER[Lzj,, 求 DD 在 基 1， 
ZX 下 的 矩阵 . 
解 ”逐个 求 出 每 个 基 向 量 的 象 : 
DEL]=0,DLz] 王 1 D[Lzt 拉 一 &zt1 DLLz] 一 (2 一 1)z 2 ， 


于 是 DD 的 矩阵 


© 
»* © 
[Ne 
OO 


0 0 0 … 7 一 1 
0 0 0 … 0 


例 2 设 D[Lp(zx)]==p (zx), Vplx)ER[zj,, 则 DD 也 可 以 看 作 是 


RLzj, 到 RLzxj]-i 的 线性 映射 . 若 在 RLz] 上 取 基 1, xz,…,x"!, 在 
R[LzJ, i 上 取 基 1 … 了 , 则 D 在 上 述 基 偶 下 的 矩阵 为 


0 1 0 0 
0 0 2 0 
0 0 0 n—1 


例 3 设 AEF*x*, 作 了 (XX) 二 4X,YVXEF, 则 ff 是 F* 到 FF 的 线性 
映射 .在 关上 取 基 ei ,es,…,e, (ei 为 n 维 标准 单位 向 量 ), 在 Fr 上 取 基 
61,62… ,Es (6; 为 s 维 标 准 单位 向 量 ), 则 f(e;) 二 Aei;, 为 4 的 第 i 列 ,所 以 
了 在 两 组 标准 单位 向 量 构 成 的 基 偶 下 和 矩阵 就 是 A 本 身 . 

线性 映射 在 两 对 基 偶 下 的 和 矩阵 有 什么 关系 ? 

定理 1.5.1 设 JeEHomn(V,D),7 的 一 组 基 wi ,Gs,…,@, 到 另 一 组 
基 有 ,记忆 的 过 渡 和 矩阵 为 P;U 的 一 组 基 E ,&,…,&, 到 另 一 组 基 人 中， 


1 线性 空间 与 线性 变换 


访 ,…, 下 的 过 渡 和 矩阵 为 Q. 车 f 在 基 侦 (oa)? 与 和 8)i 下 矩阵 为 4, 在 基 偶 
{B.)? 与 (2)i 下 矩阵 为 B, 则 


B=0 AP. 
证 明 已 知 条 件 即 为 
(Bi ,Ba ,BP)= (G1, 02,0)P, (1. 5. 5) 
(7 一 (0 (1. 5. 6) 
Jo 0， 0 一 (6 ,EA, (1. 5. 7) 
f Bi ,Bz ,BP,) = Cp ,re ,1 )B. (1. 5. 8) 


用 了 作用 于 式 (1. 5. 5) ,再 将 式 (1. 5.7) 代 人 ,得 


fp 应 一 Fa ,02 ，… 0 P= (& ,&2 4， 
(1. 5. 9) 


再 将 式 (1. 5. 8) 与 式 (1. 5. 6) 代 入 式 (1. 5. 9) 的 左 端 ,得 
(&1 ,2 9 ,.)OB 一 (6 ,Ez 4 
因为 El ,2 四 线性 无 关 , 所 以 QB=AP,X 0 可 逆 , 即 得 
B=0Q 4P. 

证 毕 . 

特别 当 JE Hom(V,V) ,ww 一 点 , 记 一 全 时 ,由 定理 1. 5. 1 即 得 下 面 的 
定理 . 

定理 1.5.2 设 JE Hom(V,V) ov 的 一 组 基 ci 3Q2 "°° ,On 到 男 一 组 
基 有 所 ,Pp pb, 的 过 渡 和 矩阵 为 P,f 在 基 @1 » 02 °°, 0 下 和 矩阵 为 A ,在 基 
有 , 忆 ，…,B 下 矩阵 为 下, 则 B==P 1AP. 

下 面 研 究 线性 变换 运算 的 矩阵 . 

为 叙述 方便 , 记 线 性 变换 7 的 矩阵 为 [万 . 直接 由 线性 变换 矩阵 的 定 
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义 , 可 证 如 下 定理 . 
定理 1.5.3 设 f,gE Hom(V,V) , 则 


[f+gj=Lfj+[Lgj, 
[gfj=&[Lf]j, 
Lfgj=L/fjLe,. 


车 了 可 逆 , 则 
[Fj]=[f]. 
似 于 


证 明 作 
一 (cl Fa) 一 CCTVY) 9 
V 一 (xl Fo) 一 一 wx,CETV)， 


不 难 证 明 Vi ,V; 均 为 V 的 子 空间 . 
VaEV NV ; 必 有 0 一 Fo) 一 一 ,所 以 0 一 0， 即 Vi NV: = (0)}. 又 


对 每 一 gEV,a 一 去 [f(a) 十 @] 十 二 [a 一 f(a)], 由 于 
flf(w@ tal=f (0)+f 0)=at+ fo), 
故 廊 [f(o) 十 a] 属 于 Vi; 
j[e 一 Fo]= Fo 一 产 (o) 一 一 [e 一 Fo)]， 


故 方 [ga 一 f(a)] 属 于 Vi. 
因此 


1 线性 空间 与 线性 变换 
V=Vi 十 V， 二 Vi OV;. 


设 Vi 的 一 组 基 为 was ,0(0 志 7 二 nn) Vs 的 一 组 基 为 Bp ;,…， 
Bb, ,于 是 oa ，… 0 为 V 的 一 组 基 . 

由 于 f(g) 一 @i (i 二 1 ,7),f(B) 二 一 B==r 十 1,…,n), 所 以 在 
基 @1…,@, ,Bri ，…, 记 下 的 矩阵 为 


I, 0 
7 ls | 

根据 定理 1. 5.2, 耻 在任 一 组 基 下 的 算 阵 必 与 B 相似 . 

证 毕 . 

下 面 介绍 不 变 子 空间 及 其 对 化 简 线性 变换 矩阵 的 作用 . 

定义 设 fEHom(V,V),WSV, 若 YaEW, 有 f(g) EW, 则 称 多 
为 V 的 关于 了 的 不 变 子 空间 ,简称 为 f 的 不 变 子 空间 . 

若 W 是 了 的 不 变 子 空间 ,那么 也 可 看 作 是 W 上 的 线性 变换 ,定义 
在 WW 上 的 f, 记 为 flw. 

例如 上 面 例 4 中 的 六 与 Vi 都 是 f 的 不 变 子 空间 ;另外 对 任 一 线性 
变换 f,V 及 (0) 都 是 f 不 变 子 空间 . 还 有 两 个 重要 的 不 变 子 空间 ,它们 将 
在 下 一 节 中 介绍 . 

车 fE€ Hom(V,V) ,dimY 二 n,V 一 VV 且 V ,Vs 均 为 了 的 不 变 子 
空间 ,那么 分 别 取 VV 与 Vi 的 一 组 基 , 设 为 @,…,@ 与 有 ,及 , 则 
0 ，… 0, ,p+1，,…, 是 V 的 一 组 基 . 而 fla;)EVi, 可 经 {@;)1 线性 表示 ; 
fp) EVi, 可 经 {B}4i 线 性 表示 . 所 以 f 在 基 @1…,@;,B41,…, 局 下 的 
和 矩阵 为 准 对 角 阵 

A! O 
|。 | 


其 中 ,Al 是 flv 在 基 @i，…,@; 下 和 矩阵 ,为 r 阶 的 ;A， 是 fiv, 在 基 Bri, 
…: 甩 下 矩阵 ,为 (2 一 六 阶 的 . 
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1.6 线性 映射 的 值 域 与 核 


定义 设 fE€EHom(V, 品 ), 称 f(V) 为 f 的 值 域 ,也 记 为 RC 了 ); 称 
K( 有 一 {@| f(a) 一 00,aEV) 为 f 的 核 . 
定理 1.6.1 设 f€EHom(V,D), 则 RODSU,K( 有 SV, 且 当 U=V 
时 RC 有 ),K( 几 为 的 不 变 子 空间 . 
证 明 Vp,ppER( 有 ,jeyGzEV, 使 庆 ==f(a;)(i 二 1,2), 于 是 
cBitcp: 三 cl flo) es flo) 
=f(ag tem) ERC, 


所 以 R(A<U. 
Vai,0: EK(f), 有 f(a) 二 f(gz) 二 0, 于 是 


flci@1 十 czgaz) 一 cl fm) es fo)=0, 
故 
Cl1C1 十 czgrz EK(N) 9 


所 以 K(f)<V. 
当 U=V 时 ,下 面 证 RC 有) 与 K( 了 有) 都 是 f 的 不 变 子 空间 . 
VBER( 有 CV ,显然 (让 ER( 有 ,所 以 RC 有 ) 是 了 的 不 变 子 空间 ; 
VaEK( 有 ), 由 于 f(a) 一 0EK( 有 ,所 以 K(f) 是 了 的 不 变 子 空间 . 
证 毕 . 
例如 等 1.4 节 中 例 3 之 RC 有) 二 R[xj,K( 有 ) 二 R, 例 4 之 R( 有 =F， 
K( 有 二 {0v); 第 1.5 节 中 例 1 之 RC) 二 R[x]i1,K( 有 )=R. 
由 于 K( 有 ) 中 向 量 在 f 下 的 象 为 0, 因 此 , 若 把 KC 了) 的 基 向 量 取 入 V 
的 一 组 基 中 ,那么 对 化 简 f 的 矩阵 将 有 很 大 作用 ,很 自然 就 想到 K(f) 与 
R( 几 的 维 数 与 V 的 维 数 有 什么 关系 . 先 看 一 个 例子 . 
例 1 设 AEF*?, 秩 为 r, 作 FX) 一 4X,VY 天 E 严 , 则 是 开 " 到 已 


1 线性 空间 与 线性 变换 
的 线性 映射: 
R(f/)={AX| VXEF}CF:. 


由 于 让 二 span{el ee 又 4e; 一 4 的 第 i 列 , 故 R( 有 ) 是 A 的 列 

向 量 组 所 生成 的 子 空间 ,叫做 4 的 列 空间 ,所 以 
dimR( 户 一 4 的 秩 r， 
K(f)={(X|AX=0,XEF}CF, 
即 K( 放 是 齐 次 方程 组 4X 一 0 的 解 空间 ,所 以 dimK( 有 二 n 一 r, 因 此 
dimR(A)+dimK(f)=dimF. 

注 : 通 常 把 例 1 之 R( 了 ) 记 为 RC(4), 且 称 R(4) 为 4 的 值 域 ;K( 有 有) 记 
为 K(4), 且 称 K(4) 为 4 的 核 . 

下 面 研究 一 般 线性 空间 V(F) 到 U(F) 的 线性 映射 其 值 域 与 核 的 


维 数 的 关系 . 
定理 1.6.2 设 fEHom(V,U),V 为 有 限 维 , 则 


dimR(f) + dimK(f)=dimV. 


证 朋 设 Cl ,… ,a 为 K(f) 的 一 组 基 ( 当 天 (为 零 子 空间 时 ,& 一 。 


0). 将 @1,…,@ 扩充 为 V 的 一 组 基 , 设 为 
CI，… 0 Ot On » 
则 
R(A)=span(f lo) foi), Fo ) fl)} 
=span{ (ass ye) 


车 cf (i) 一 0, 即 f(》) cgi)==0, 故 >)， cai 在 K( 有 ) 中 ,于 是 
i=k+l 上 十 1 i 二 k+l 
CHiIGk+I tenG =ci0 十 … 十 chx， 


而 gl GO 0 线性 无 关 , 所 以 
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因此 Fa )，… f(a) 线性 无 关 , 故 
dimR(f)=n—k=dimV— dimK(f). 
证 毕 . 
1 1 
例 2 设 4=-| ， 上 7op=Ax, YXE CY, 分 别 求 RC 及 KC] 


的 一 基 , 并 问 RC 有) 十 K( 有 是 否 是 直 和 |. 
解 在 C2X? 中 取 一 组 基 Ei ,El ,El ,五 2 , 则 


R(f)=span{f (En), fFE2), fFE1), f(Ez)}, 


而 
1 13r1 0 1 0 
JE ) =| | -| 上 = 五 1 十 五: ， 
1 1--0 0- 1 0 
1 13r0 03 1 0 
(五 ?21 ) =| | =-| | =Eun 二 En, 
1 1--1 0- 1 0 
1 lo 11_ro 1 
f (Ei)= | | 一 | |=E; 十 五 2 9 
1 1--0 0- 0 1 
1 131r0 0 0 1 
f(g)=| | -=| |=E: 十 Es， 
1 1--0 1- 0 1 


又 El +E; 与 Eiz 十 Ezz 线 性 无 关 , 故 RC() 的 一 组 基 为 


ob 


. K(f)={XIAX=0,XECx?}. 


1 线性 空间 与 线性 变换 


( 1 1 因 则 ” 十 zs TX? | 0 0 
w=[ |- -lol 
7 1 1 Xa Xa 1 十 Za Xs 十 4 0 0 


所 以 


i 一 Ez 与 Eis 一 Ez 线性 无 关 , 所 以 K( 有 的 一 组 基 为 
1 0 0 1 
|, 中 |, | 
为 研究 RC 了 ) 十 K( 有 是 否 是 直 和 ,只 要 考察 它们 的 基 之 并 集 是 否 线 


性 无 关 . 列 出 El + El ,El 十 五 2 ,Fil — Ez ,Ei — E>; 在 基 { 五 ) ,Ely ， E,l 9 
Ezz } 下 的 坐标 向 量 组 成 的 矩阵 ,并 对 它 作 初等 列 变换 


0 1 0 20 1 0 
0 1 0 1 02 0 1 
10-1 0 oo -1 oj 
01 0 -bo o -1 


易 知 上 述 矩 阵 的 秩 为 4, 根据 定理 1. 2. 4 便 得 RC 了) 的 基 与 K(f) 的 基 之 
并 和 集 是 线性 无 关 的 , 故 RC 有) 十 K( 几 为 直 和 . 

请 读者 想 一 想 : 例 2 中 RC) 十 K( 几 是 否 就 是 C2*?? 一 般 情况 , 若 f 
EHom(V,V) ,那么 RC(f) 十 KC 有)==V 吗 ? 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
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1.7 几何 空间 线性 变换 的 例子 


在 几何 空间 R 中 , 设 有 坐标 系 {O,el ,es,e;}) ,其 中 矢量 el ,ez ,es 不 
共 面 (未 必 两 两 正 交 ). 设 矢量 G 访 坐标 向 量 为 (zi ,zs ,zs)T, 作 变换 后 的 坐 
标 向 量 为 (yi ,ys ,y3) 1. 

例 1 辑 射 相似 变换 . 

取 坐 标 原点 O 为 相似 中 心 , 作 变 换 


f(O0B)=£0P (>0), (1.7.1) 
则 
f(OP, +0B,)=k(OP, +0OP,)=kOP, +kOP, 
=f(0P,)+/(0P,), 
又 


flaOBP)=k(a OB)=a(k OP)=afcOP), 


所 以 了 是 Rs 的 线性 变换 . 由 于 |kOP| 二 &|O|,k>>1 时 是 放大 的 相似 变 
换 ,0<&< 1 时 是 压缩 的 相似 变换 ， 
由 式 (1. 7. 1) 容 易 求 出 f(OP) 与 0 的 坐标 满足 


yi 一 Ri (一 1,2,3)， 


flei)=ke; (一 1,2,3)， 


故 在 基 {el,ez,es} 下 和 扼 阵 为 如 ,可见 , 太 的 矩阵 与 基 无 关 . 此 f 实际 上 就 
是 数 乘 变换 . 

例 2 平行 于 某 矢 量 的 投影 变换 . 

平行 于 es 向 xz1Ozx; 平面 作 投影 , 则 


1 线性 空间 与 线性 变换 


f(O0P)= ze 十 zzez. (1.7.2) 
设 
OP, 一 alel 十 azez 十 0ae3， OP, =biei 二 be 二 bses, 
于 是 


kOP1+1OP,= katlb et (kast lb ) et (kas lbs)es, 


因此 
fk OP +1OP,) = (ka tlbi) e+ kast ib )e, 
=k(aie1 二 azez) li(bie tb,e,) 
=kf(OP,) +1f(OP,), 
故 了 是 线性 变换 . 


由 式 (1. 7. 2) 容 易 得 坐标 变换 公式 为 


T 0O 
/在 天 eas 下 后 了 为 | 0 ; 值 域 R(f) 二 span{ei ,ez), 核 


K(f)=span{e;}. 
例 3 平行 于 某 一 方向 的 压缩 (或 延伸 ). 
取 该 方向 为 23 , 设 a>0., 作 


f(OP) 一 ZI1e1 十 zze? 十 axses 9 (1. 7. 3) 
易 证 f 是 线性 变换 . 在 此 变换 下 “球面”zf 十 x 十 二 1 变 为 “ 椭 球 面 ” 


3 
其 十 形 十 之 一 1， 
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它 在 基 el ,ez ,es 下 和 矩阵 为 diag(1,1,a), 是 可 逆 的 线性 变换 ， 
例 4 平行 于 某 方 向 的 推移 . 
1 一 ZI 十 az 〈a 天 0)， 
| 一 Xi 《1. 7. 4) 
3 一 3。 

这 是 一 个 线性 变换 , f(O5) 与 G 访 的 第 二 、 第 三 
坐标 相同 .在 ei 方向 坐标 增加 ( 当 a 汪 0) 了 ar? ,在 
ziOzs 平面 上 矢量 的 终点 变化 如 图 1. 1, 其 中 OB 一 
foOP). 

从 式 (1. 7. 4) 容 易 得 


el) 一 el， 
Ce:) 一 ael 十 ez 9 
es) 一 es 9 


故 了 在 基 ei ,e; ,es 下 和 窍 阵 为 

1 
0 
0 


在 第 2 章 将 介绍 其 它 例子 ,如 旋转 、 镜 象 变换 . 


C1 


a 0 
1 0|. 
0 1 


1.8 线性 空间 的 同 构 


从 本 章 前 面 的 研究 中 可 以 看 到 ,线性 空间 Fr 中 的 许多 命题 在 n 维 线 
性 空间 VC() 中 也 成 立 . 它们 有 相同 的 结构 ,这 在 数学 上 称 为 同 构 . 

定义 设 V 与 U 是 数 域 让 上 线性 空间 ,如 果 存 在 V 到 如 的 一 个 双 
射 c, 且 = 又 是 线性 映射 , 则 称 V 与 UU 同 构 .o 是 V 到 U 的 一 个 同 构 映射 ， 
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记 为 V 人 LU， 
例如 第 1.4 节 例 4 中 VCE) 与 已 是 同 构 的 . 同 构 有 以 下 性 质 . 
定理 1. 8.1 设 o 是 线性 空间 V 到 UU 的 同 构 映射 , 则 V 中 向 量 cl， 
cz ，…0x 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 c(ai ) ,ol@2),… ,ol@i) 线 性 无 关 . 
证 明 先 证 必要 性 . 
车 caa(ai ) 十 … 十 cz(at) 一 0 , 则 由 于 是 线性 的 ,可 得 


a( >， ci) 一 0， 
二 1 


又 由 于 o 是 单 射 , 故 2 ci 一 0Qv ,而 CI， 0 线性 无 关 , 所 以 Ci 
二 0, 即 cai) ，… 00 ) 线 性 无 关 ， 

再 证 充分 性 . 

若 > ciCi 一 rr, 以 oc 作用 ,注意 到 o 是 线性 的 ， 即 得 2 cio (i) 一 
0u， 由 于 aal)，…aCox) 线 性 无 关 , 故 CC "Oc 二 0, 所 以 CI1，02， 
…,@ 线性 无 关 . 

证 毕 . 

定理 1.8.2 数 域 玉 上 两 个 有 限 维 线性 空间 V 与 同 构 的 充分 必 
要 条 件 为 dimV 二 dimU. 

证 明 先 证 必要 性 . 

设 dimV 二 ns,o 为 V 到 品 的 同 构 映射 . 因 o 是 满 射 , 故 

R(o)=U, 

又 是 单 射 ,因此 若 c(a) 王 0 一 c(0v), 则 we 一 0v , 故 
天 (c) 一 (0) ， 

于 是 


dimV 一 dimR(c) 十 dimK(o) 一 dimr. 
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再 证 充分 性 . 
设 dimV 二 dimU 二 n, 分 别 取 V 与 的 一 组 基 各 为 


Q1 ,02 3°" ,On 与 E1,E2 En 


对 V 中 任 一 向 量 a 二 了 cai, 令 oC@) 一 了》 68, 下面 证 s 是 V 到 U 的 
一 个 同 构 映射 


首先 对 可 中 任 一 向 量 上 一 了 zg,oV 中 存在 


n 
站 一 >» Wi， 
i=] 


根据 o 的 定义 知 c(a) 王 上 , 故 c 是 满 射 . 
其 次 , 设 V 中 任 两 向 量 @ 与 为 


人 一 p> ad0i， 1 一 2) DCi， 
i=1 i=1 


于 是 CCC) 一 >» aeiya(1) = p> bi& i. 若 ol@) 一 5(B) , 则 必 有 ai 一 六 (一 
i 一 1 i=1 


1,2,.",7) ,所 以 6 一 有 这 说 明 o 是 单 射 . 
又 


olka 十 万 ) 一 > (kait+ Lb;)6;=k > ai 十/ > bi€; 
=ko(@) lo(P), 
VU. 
证 上 毕 ， 
例如 ,第 1.1 节 中 例 5 之 R+(R) 与 RCR) 都 是 实数 域 上 一 维 线性 空 
间 ,根据 定理 1. 8. 2 它们 是 同 构 的 . 可 以 找 出 如 下 同 构 映射 ， 
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oz) 一 lnrz (VxzER+ ). 


习题 1 


1. 下 列 集合 是 否 是 指定 数 域 上 线性 空间 ,证 明之 . 
(1) V 一 人 (aa 7 7 |n; 为 整数 } , 数 域 为 实数 域 R, 加 法 与 数 乘 
为 通常 的 运算 . 


(2) V 一 { (ZiyZ2) [zi sT2 ER} ,; 数 域 为 及 ,加 法 由 与 数 乘 @ 定 义 为 
(Zz1 ,XT2 Dy yz) 一 (2Z1 十 2y sT? 十 2y2) 9 
AGOCzl za) 一 (AZzl，2Rzz ). 
(3) V 二 RT+ , 数 域 为 尽 , 加 法 四 与 数 乘 @ 定 义 为 
a 中 5 一 a0， 
ka =a*, 
(4) V==R: 二 {(zi ,zz)| Vz;ER}, 加 法 旬 与 数 乘 @9 定 义 为 


(zl ,XT2 Dy yyz ) 一 (Z1 十 yl Ce 十 yz 十 Za )， 


2 了 


REGD(Cz ss ) = (kz ,Ezz 十 ) (Vk,z;,y: ER). 


2. 设 x 为 线性 空间 VC(F) 中 非 零 向 量 , 若 下 中 数 妈 与 不 等 , 试 证 : 
aa 天 Ag.〈 由 于 任 一 数 域 均 含 无 穷 多 个 数 , 故 任 一 有 非 零 向 量 的 线性 空 
间 合 有 无 穷 多 个 向 量 ) 

3. 试 证 : 若 w ……w, 线 性 无 关 ,w ,…,@, ,线性 相关 , 则 可 经 1， 
…,@; 线 性 表 出 , 且 系 数 唯一 . 

4. 求 下 列 线性 空间 的 维 数 及 一 组 基 . 

(1) F*" 中 全 体 对 称 阵 所 构成 上 线性 空间 ; 

(2) C”" 中 全 体 上 三 角 阵 所 构成 C 上 线性 空间 ; 

(3) V(P)= {zisT29 "To 1 Tan) |T2—= T= Ox, VY XEF); 
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(4) A 一 diag(1,w,of) ,其 中 wi 一 1, 但 wl ; 且 
VR)={f(M)| VY f(x) ER[Lz)). 


5. 设 AEC™". 
(1) 若 V={B14B==BA,BEC*") ,证 V 为 C”™" 的 子 空间 ; 
(2) 车 4 一 万 求 (1) 问 中 的 Vi 
(3) 车 A 二 diag(1,2,…,n) , 求 (1) 间 中 VV 的 一 组 基 ; 
3 0 0 
(4) 当 2 一 3,4 王 |0 1 0|, 求 (1) 问 中 VV 的 一 组 基 . 
0 1 2 
6. 已 知 


xl 一 (1,2,1,0)， 22 一 (一 1,1,1,1)， 
P=(2,—1,0,1), 及 一 (1 一 1 3，7)， 
Vi=span{@i,@2}, V 一 span{( 记 ,六 )， 

分 别 求 Vi 十 V; 及 Vi NV 的 一 组 基 . 
7. 已 知 C2X? 的 子 空间 ，; 


Ty 
Vi 二 
十 
Ty 
V;= 
C3 
分 别 求 V 站 Vz 及 Vi 十 Vs 的 基 . 
8. 设 Vi 一 {4]4' 一 A,AEC™"),V; 一 {414A7== 一 A,AEC™"), 斌 


证 :CX” =V1OV;. 


9. 设 V(R) 为 一 切实 连续 函数 所 构成 的 线性 空间 , 作 VCR) 的 子 
空间 : 


vayec). 


vzoec 


Vi={f(7)|f(—7z)= f(z)}, 
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Vs={f(x)|f(—zx)=— f(x)}, 
试 证 ;:V 二 V1V;. 
10. 设 
Vi={(zi"" Ti) | zi 二 "十 x, 二 0}， 


一 (人 (zy | 一 Zoo 一 … 一 Zn)， 


试 证 :C= 二 VV;. 
11. 设 A,BEF”**", 晶 AB 一 0,B: 二 B. 又 


Vi={X|AX=0,XEF}, V,={(X|BX=0,XEF)}. 


试 证 ; (1) Fr=Vi+V,; 
(2) Fr =V, OV:Or(Ah)+r(B)=n. 
1 3 


1 
12. 已 知 4 一 ;分 别 求 RC(4) 及 K(4) 的 一 组 基 . 


1 
] 
一 1 2 0 
0 1 1 
a 5b 
13. 在 PP 中 定义 线性 变换 (XD 一 |” “]X，VXE Fe ,分 别 求 / 
在 基 { El ,El ,Ez ,Ez 与 基 {Eu ,Ez ,Ev ,Ez:} 下 的 矩阵 . 
14. 设 线性 变换 f 在 基 &1 ,gz ,ss 下 抢 阵 为 4 一 (as )3xs. 
(1) 求 f 在 基 &; ,gz ,sl 下 矩阵 ; 
(2) 求 f 在 其 gi 十 ke ,sz ,gs 下 矩阵 ， 
15. 证 明 下 列 映射 是 线性 映射 ,并 自选 基 偶 , 求 线 性 映射 的 矩阵 . 
(1) f(A)=trh, VAER™’",f.R"™”"—R,; 
(2) RLzl]s={aotaiztar: | Vai ER},h(r,t)=zx: ttr, 8 


ftp(z)]= | phCz Dd (V pix) € REz]). 


16. 分 别 求 第 15 题 中 f 的 值 域 及 核 的 一 组 基 . 
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17. 设 f€ Hom(Cw,V). 

(1) 试 证 :了 是 单 射 会 氏 ( 轧 一 (0)}; 

(2) 若 dimV 一 ”, 试 证 : 厂 是 单 射 合 乒 是 满 射 合 三 可 逆 . 

18. 设 FE Hom(V,V) ,dimV= 二 n, 且 玉 == 了. 试 证 :fF 的 矩阵 必 相 似 于 


I, 0O 
| | ， 其 中 r=dimR( 几 ). 
O O nXn 


19. 设 V 为 n 维 线性 空间 V 的 r 维 子 空间 ,又 
V=V,@V, 
于 是 VaEV ,存在 唯一 a; EVi(i 一 1,2), 使 g 二 @i 十 @z. 定义 
Co) 一 axl 十 px， (YEV)， 
试 证 :了 为 线性 变换 , 且 广 的 矩阵 必 相似 于 
[oor 
O bl,. 
20. 已 知 线性 变换 有 与 g 满足 有 7 一 f,g? 一 g, 试 证 : 


(1) f 与 g 有 相同 的 值 域 咏 fg=g,gf 二 了 ; 
(2) f 与 g 有 相同 的 核 人 Ofg==f,gf 二 g. 
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线性 空间 的 具体 模型 是 三 维 几 何 空 间 , 但 是 几何 空间 中 的 度量 概 
念 一 一 向 量 的 长 度 及 向 量 间 夹 角 在 第 1 章 的 线性 空间 中 还 没有 体现 , 而 
这 种 度量 概念 在 有 些 问题 中 是 需要 的 . 本 章 将 引进 与 几何 空间 中 向 量 的 
数量 积 相 对 应 的 内 积 , 在 此 基础 上 定义 向 量 的 长 度 、 夹 角 , 最 后 介绍 几何 
空间 中 直角 坐标 变换 相对 应 的 等 距 变 换 . 


2.1 内 积 空间 基本 概念 


定义 2.1.1 设 YV 为 数 域 下 (CR 或 C) 上 线性 空间 , 若 有 一 法 则 使 V 
中 任 两 向 量 a ,确定 下 中 唯一 的 数 , 记 为 (g,P), 且 (a, 有 满足 : 

1 (po 一 (cp YapE V;( 共 罗 对 称 性 ) 

2° (wx 十 8,7) 一 (xy 十 (BY7)， Va,B,yYE V; 

3° (ha ,PB =k By, VREF, Yo:pE Vs 

4 (a,0) 之 0, 且 等 导 成 立 当 且 仅 当 a 二 (0. 

则 称 (c, 有 为 w 与 有 的 内 积 ,V 为 内 积 空间 . 

特别 下 二 C 时 , 称 V(C) 为 酉 空间 (Unitary Space) ;下 二 R 时 , 称 V(R) 
为 欧 氏 空间 (Euclidean Space). 

注 : 从 定义 不 难 推出 ,在 内 积 空间 中 有 


apP+y) = (a,P) + a,y), 
‘a,8p ,=k ,Pp) 9 
‘a,0)=(0,0)=0. 


例 1 在 R" 中 定义 及,Y)= 二 YTX,R?* 为 欧 氏 空间 . 
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例 2 在 C 中 定义 (对 ,7Y) 二 关头 ,C 为 西 空间 . 

以 上 两 个 例子 的 内 积 叫 标准 内 积 . 一 般 情况 下 ,如 不 作 声 明 , 则 C" 
(或 Rr") 上 内 积 均 指 标准 内 积 . 

例 3 在 R* 中 定义 (X,Y) 一 YTAX, 其 中 有 为 n 阶 正定 阵 .根据 定义 
2. 1. 1, 不 难 证 明 R" 是 欧 氏 空间 . 

例 4 在 Cx* 中 定义 (4,B)=tr4B* ,其 中 Br 一 B7 ,不 难 证 明 CX" 是 
酉 空间. 

例 5 若 VCR) 一 (ab 上 一 切 连续 函数 的 集合 CCla,5) ,定义 


(f,g)= | fxg dr (Vf gr) EV), 


不 难 证 明 VCR) 是 欧 氏 空间 . 
在 地 维 内 积 空间 , 若 已 知 基 向 量 之 间 的 内 积 ,那么 任意 两 向 量 的 内 积 
便 可 得 到 . 


定义 2.1.2 . 设 @ ;62，,…,@ 为 内 积 空 间 V 的 一 组 基 , 记 
Qi)0;) = gy (7 一 1 2，…71)， 


则 称 半 阶 矩 阵 G 一 (sz ) 为 基 oas ，……ox 的 度量 和 矩阵 . 

从 定义 2. 1. 2 可 以 看 出 gj 二 gy , 故 GE 一 G. 

定理 2.1.1 设 内 积 空间 Y 的 一 组 基 {@,)? 的 度量 和 矩阵 为 G,V 中 向 
量 c 与 在 该 基 下 坐标 向 量 分 别 为 全 和 Y, 则 


(op 有 ) 一 XTGF 一 YHGTX. (2.1.1) 
证 明 设 a= Paap =— > wai, 于 是 
‘a,Pb) = (2 a0 Dy0) 二 P(e > ye,) 
一 > ram 一 > Dgsz, 


j= i=l1 j=1 
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gu1 812 “*** Blr| |Y 


B21 B22 “*"* Bg2n| | 32 
= (Zi;X2 9 Tn ) 。 
nl Bn2 机 Bm Vn 
一 XIGY 
又 
XTGY= (XTGY) T=Y GTX. 
证 毕 . 


在 内 积 的 基础 上 ,可 以 定义 向 量 的 长 度 . 

定义 2.1.3 设 w 是 内 积 空间 中 任 一 向 量 , 称 非 负 实数 (c,wy? 的 算术 
平方 根 ayey 为 w 的 长 度 , 记 为 | a. 

根据 定义 2. 1. 3, 容 易 推出 向 量 长 度 的 性 质 :we 一 0e Dal =0; | zo | 


二 |& 咱 a 有 ; 若 oz0, 则 卫生 的 长 度 为 1 称 长 度 为 1 的 向 量 为 单位 向 量 . 


| el 
为 了 引进 夹 角 , 先 要 证 明 一 个 不 等 式 . 
定理 2. 1. 2(Cauchy-Byarrkopcgr 首 不等式 ) 对 于 内 积 空间 V 中 任 
意向 量 @,p, 必 有 


[op :<a 0) (p,P), (2. 1. 2) 


且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ,线性 相关 . 
证 明 作 y==@ 十 女 ,:EF, 于 是 有 


Oy,7)=(g,0) tpB, P+iB, 0) ti P) » (2. 1. 3) 
由 于 |《@; 记 | 二 C0,p) Ca,P) 二 Ca, 了 《Bp;@) ,将 式 (2. 1. 3) 与 式 (2. 1. 2) 作 
比较 可 以 发 现 , 当 p 了 0 时 , 令 


ft 二 一 《C ,BP) 
《18 


es。 61 。 
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代入 式 (2. 1. 3) 注 意 到 (p,P) ER, 即 可 得 式 (2. 1. 2). 
当 p=0 时 ,由 于 式 (2. 1. 2) 的 左右 端 均 为 0, 所 以 式 (2. 1.2) 也 成 立 


下 面 研究 等 号 成 立 的 条 件 . 
若 ga, 线性 相关 ,又 ,至少 有 一 为 0 时 ,等 号 显然 成 立 . 否则 ,存在 


kEF 使 a= 二 女 ,不 难看 出 ,此 时 式 (2. 1. 2) 左 、 右 端 也 相等 . 若 w, 有 线性 无 
关 , 则 7 三 @ 十 佣 必 不 为 零 向 量 , 故 (y,Y) 之 0, 因 此 从 式 (2.1.3) 可 知 式 
(2. 1. 2) 等 号 必 不 成 立 . 
证 毕 . 
利用 定理 2. 1. 2, 可 以 证 明 如 下 三 角 不 等 式 . 
定理 2.1.3( 三 角 不 等 式 ) 设 w, 有 为 内 积 空间 任意 向 量 , 则 
atpll< lall+ lgl. 


证 明 at+pl?=(at+p,atP)= Ca,a) + a,P)+ (Bp,o) + (Bp,P) 
= lal:+2Re(o,P)+ pl? 
lael?+2|(a,P I+ pH? 
<lel?+2lel 8 十 8 
=(lel + | pl )?, 

所 以 
atplla<lalt pl. 
证 毕 . 
定义 2.1.4 称 d(a, 户 = 上 a 一 Be 为 @ 与 p 的 距离 . 
根据 定义 2. 1.4 及 三 角 不 等 式 , 可 知 距 离 有 如 下 性 质 ， 
dl(g,P)=a(p,a), | 
dl(a,P)<dla,y)+aly,pP). 


有 了 定理 2. 1. 2, 可 以 定义 两 非 零 向 量 的 夹 角 . 
定义 2.1.5 设 w, 为 欧 氏 空间 上 的 两 非 零 向 量 ,有 


2 ”内 积 空间 与 等 距 变 换 


cosy 一 Te fr (0<g<n), 


称 p 为 w 与 的 夹 角 . 
定义 2.1.6 设 a,P 为 内 积 空 间 上 任意 向 量 , 若 (a,P) 二 0, 则 称 & 与 
Bb 正 交 , 记 为 2 | 有 


内 积 空间 中 一 组 两 两 正 交 的 非 零 向 量 称 为 正 交 向 量 组 ， 
显然 , 零 向 量 与 任何 向 量 正 交 ; 欧 氏 空间 两 非 零 向 量 正 交 指 它们 的 夹 


角 为 到 
定理 2.1.4 设 oyaz 0 为 内 积 空间 了 的 正 交 向 量 组 , 则 wx ,az， 


机 ,0 线性 无 关 . 
证 明 若 


到 
Dci@: = 0, (2. 1. 4) 
i 一 1 


将 式 (2. 1. 4) 左 、 右 同时 与 @; 作 内 积 ， 由 于 1) 时 (ws > 一 0， 〈0,oi 一 0， 
《Qj ;0 天 0, 故 得 


ci 一 0 (j=]1,2,.",k), 


所 以 qi ,az ，…,@ 线 性 无 关 . 

证 毕 . 

定义 2.1.7 称 内 积 空间 V 中 由 正 交 向 量 组 构成 的 基 为 正 交 基 ; 若 
正 交 基 中 每 个 向 量 为 单位 向 量 , 则 称 这 组 正 交 基 为 标准 正 交 基 . 

若 81,82，… ,6 为 标准 正 交 基 , 则 (esi 一 05 (i,j 二 1,2,…,n), 即 标 
准 正 交 基 的 度量 矩阵 是 单位 阵 . 反之 也 对 . 

若 # 阶 矩阵 4 满足 4a4 一 [( 称 4 为 本 矩阵 ), 则 其 列 向 量 组 为 西 空 
间 Cr" 的 标准 正 交 基 ;反之 也 对 ,这 是 因为 484 的 i 行 ;j 列 元 素 正 是 4 的 
第 7 列 与 第 i 列 这 两 个 向 量 的 内 积 . 

如 何 从 内 积 空 间 的 一 组 基 出 发 , 作 它 的 标准 正 交 基 呢 ? 
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定理 2.1.5 任 一 有 限 维 内 积 空间 必 存 在 标准 正 交 基 . 
证 明 采用 Schmdt 正 交 化 方法 ,把 标准 正 交 基 构 造 出 来 . 
设 1 22， 为 内 积 空 间 V 的 一 组 基 , 今 


hpB 一 Cl， 


《az ,Bb 
Bo ,BP 


显然 (及 ,太一 0， 由 于 惨 一 (1 ;0 与 线性 无 关 , 故 记 冯 0. 
作 


四 
Bo (pg,poP cp,,p)P:: 


显然 (所 ,Bb ) = ‘ps ,及 =0. 男 外 , 记 是 XI，C2，CXs 的 线性 组 合 , 且 其 中 C3 
的 系数 为 1， 由 于 Q1 :02 Cs 线性 无 关 , 故 房 夫 0， 因此 又 可 类 似 地 作 Bb. 依 
此 推 下 去 ,由 已 经 作出 的 正 交 向 量 组 记 ,Pp ，…,, 作 


《Ca 及》 ,Qt Pe» 
Br Qe+1 《 瓜 ,pi y pb 《应 ,PB:) Bb (kn 1) 9 


(2. 1. 5) 


容易 看 出 也 41 与 有 ,有 ，… ,所 均 正 交 ,有 目 房 :天 0. 
于 是 得 到 V 的 正 交 向 量 组 及 , 记 ，…… 及 .根据 定理 2. 1. 4 可 知 它们 线 
性 无 关 , 因 此 是 V 的 一 组 正 交 基 . 最 后 单位 化 , 令 


Bb ,1,9,... 
7 i ph I (z 一 1，2，…7)， 


入 11 是 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 

证 毕 ， 

推论 设 @w,w，…an 是 n 维 内 积 空 间 V 的 正 交 向 量 组 , 则 必 可 扩 
充 为 V 的 正 交 基 . 

证 明 将 @ ,Gz,…,@ 扩充 为 V 的 基 : ol ，…… an， an+l，…， 0 按 
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Schmidt 正 交 化 方法 将 它 正 交 化 得 Bh 9""" ,Pb,. 由 于 1 02 On 两 两 正 
交 , 从 式 (2. 1. 5) 可 知 
B=a, P=e, *%, Pb,~—=a,, 

于 是 得 到 V 的 一 组 正 交 基 :ax "> Om 及 9 及. 

证 毕 . 

对 可 逆 阵 4 的 ”个 列 向 量 用 Schmidt 正 交 化 公式 ,可 以 得 到 4 的 一 
种 分 解 式 . 

定理 2.1.6( 可 逆 阵 的 UT 分 解 ) 设 4 为 ” 阶 可 逆 阵 , 则 存在 酉 阵 避 
及 主 对 角 元 恒 正 的 上 三 角 阵 T, 使 


A=UT,， 
且 这 种 分 解 唯 一 . 
证 明 记 4 的 第 列 为 gi(& 二 1,2,…,n), 由 于 {as)? 线 性 无 关 , 它 可 
作为 酉 空间 C" 的 基 . 按 Schmidt 正 交 化 方法 , 令 


B=oa bapB— beri (k=1,2,.,n), 
其 中 
(@: ,BP; . 
bs = j=1,2,..,8—1). 
$s BB 7 
再 令 
__Bhb _ -一 本 
了 Tp (k=1,2,.…,n), 
于 是 
1 ba pi On 
0 1 pos … bnz 
和 一 (ai CD) 一 (有 ,pb,) , . . 
0 0 0 1 
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Bl ea pa 
0 Bl Np | brs 
一 (入 ) 。 。 . 
0 0 pl 
二 UT. 


由 于 二 ,fp，…,?4 是 C" 的 标准 正 交 基 , 故 也 一 ( 作 ,7 和) 是 本 
和 矩阵 ,而 上 让 汪 0(% 二 1,…,n), 故 是 主 对 角 元 恒 正 的 上 三 角 阵 . 
下 面 证 这 种 分 解 唯一 . 
车 4 二 TT 一 UT ,其 中 Uli,U; 为 西 阵 ,TT ,TT 为 主 对 角 元 恒 正 的 上 
三 角 阵 , 则 
USU =T Tl. 


记 UBU 一 五 丰 :一 及 由 于 U8U 是 西 和 矩阵 , 故 有 D+ 一 D1 ,而 TTY? 
为 上 三 角 阵 ,于 是 DF 为 下 三 角 阵 ,但 D-! 仍 是 上 三 角 阵 ,所 以 D 只 能 是 
对 角 阵 . 再 注意 到 TsT7! 的 主 对 角 元 恒 正 及 D 是 西 和 矩阵 , 即 得 D=I. 所 以 
U,=U,T,=T,. 

证 毕 . 


2.2 正 交 补 .向量 到 子 空间 的 最 短 距离 


定义 设 W 是 内 积 空 间 V 的 子 空间 , 称 V 中 向 量 w 正 交 于 W( 记 为 
gLW) 是 指 YVBEW,《a,PB) 二 0. 车 V 的 子 空间 Wi 的 每 一 向 量 正 交 于 子 空 
间 W:, 则 称 历 , 与 克 : 正 交 , 又 称 


本 上 一 (xl WEV) 


为 W 的 正 交 补 . 
从 该 定义 不 难 验 证 W+ 是 V 的 子 空间 . 
定理 2.2.1 设 W 是 内 积 空间 V 的 有 限 维 子 空间 , 则 V 二 W@W+， 
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并 且 若 V 二 WU, 其 中 UU 正 交 于 W, 则 U==W+. 
证 明 因为 W 是 有 限 维 的 ,可 设 W 的 一 组 标准 正 交 基 为 &1 ,sz ,…',&,， 
对 六 中 任 一 向 量 wx 作 


b= 2) (a,ei)e, (2. 2. 1) 
i=1 
则 BpEW, 且 


‘a—P,s;)= a,e;)— (DP (a8),8,) 
= (6) — (8;) (8js8;) 一 0 (7 一 1,2……7)， 

故 @ 一 与 W 的 每 一 基 向 量 正 交 , 自 然 与 W 也 正 交 , 所 以 a 一 了 属于 W+， 
又 @ 二 十 (a 一 月 ,所 以 V=W 十 Wi. 

由 证 WN 站 Wt 二 {0}. 

VaEWN 门 Wt ,由 于 EW,aEWt, 根 据 正 交 补 的 定义 la,@) = 二 0， 
故 g 一 0, 所 以 W 十 W+ 为 直 和 .于 是 V==WO@BW+ 得 证 . 

若 V 一 WU, 且 U 中 每 一 向 量 正 交 于 WW, 那 么 由 Wi+ 的 定义 知 


UCWwW+; 


另 一 方面 ,YBEW+CV, 由 于 V= 二 WU, 故 WW 与 U 中 分 别 存在 唯一 
EW 与 YEU, 使 


p=atY. (2. 2. 2) 
与 w 作 内 积 , 得 
0 一 pa) 一 (ca 十 (7,C) 一 (CC ， 
所 以 we 一 0, 由 式 (2. 2.2) 得 BYEU, 因 此 Wt+CU. 综 上 所 述 , 有 
U=W+. 
证 毕 . 
例 1 设 AEC™",K(A)= 二 {XIAX= 二 0,XEC') 过 C0 , 试 证 : 
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LK(A)J+ =R(A™). 


证 明 设 4 一 (ay ),xv 天 一 (2Z1 IT 记 (aa di2 9 dn ) 一 0 ,对 
K(4) 中 每 一 向 量 关 ,有 


(于 ,0 ) 一 FEX 一 2) ayzrj=0, 
7 一 1 


故 a: ELK(A)]. 而 oO 一 (aa aa)T, 正 是 AI 的 列 ,因此 


R(AS)CTK(A)]. 
另外 
dimR(AN)=r(AN)=r(A)=n— dimK (4) 
=dim[K (4) ， 
所 以 
R(AF)=[K(A)]. 
证 毕 . 


利用 例 1 及 定理 2. 2. 1 即 得 
C" 一 开 (4)GRC4E)， 


同 理 
C 一 多 (45)GR(C4)， 


[LR(A)J+=K(AF). 


定理 2.2.2 设 W 是 内 积 空间 V 的 有 限 维 子 空间 , 则 对 V 中 任 一 向 
量 @ 必 存 在 唯一 BEW, 使 d(p,m) =—mind(é,0). 

证 明 根据 定理 2.2.1 知 V==W@W+, 故 对 V 中 向 量 a 存在 唯一 
EW 与 6EW1 使 一 pT6. VEEW, 注 意 到 & 一 PEW,6 一 ga 一 BEW1， 


于 是 
. 68 bd 
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|é—el’= |-p+tp—eal? 
= | é—pl :+ lp—al ?+ Bp—o)+ Bp—a,é—P) 
一 |‖E 一 有 1: 十 1 上 8 一 zj， (2.2.3) 


因此 
leé—al: 宇 | 8 一 xl (VEéEW), 
所 以 W 中 存在 使 
d(p,o) —mind sé,0). (2. 2. 4) 


下 面 证 满足 式 (2. 2. 4) 的 庄 唯 一 . 
若 男 有 户 EW, 使 4 '0) —mind(§,0). 利用 式 (2. 2. 3) 可 得 


IP eal’= |p -pl + | pel’, (2. 2. 5) 
从 式 (2. 2. 5) 可 见 
peal’=|p-al:SIp -pl =0p .=p 
证 毕 . 
称 如 上 有 为 w 在 子 空间 W 上 的 正 投影 ,也 叫 是 w 在 子 空间 W 上 的 
最 佳 脖 近 , | 8 一 x 为 @ 到 W 的 最 短 距 离 . 从 定理 2. 2. 2 及 定理 2. 2. 1 


的 证 明 可 见 ,定理 2. 2. 1 中 的 式 (2. 2. 1) 就 是 求 有 的 公式 
例 2( 函 数 f(x) 的 Fourier 系数 ) 求 系数 as , 久 ,使 三 角 多 项 式 


p(z) 一 他 十 y， (a COSkZz bsinkx) 
k=1 
代替 连续 函数 /CD 时， |”[f(z) 一 p(z) 了 dz 最 小 


解 设 V 为 (一 n,nx) 上 全 体 连续 函数 ,又 


W=span{l],coszx, sinz,** ,cosnz,sinnz}, 


在 V 上 定义 内 积 (f,8) 一 |” f(z)g(x)dz 后 ,V 为 欧 氏 空间 .又 
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Hpl’=) [f(s) -pr) Pdr, 
于 是 问题 转化 为 求 W 中 向 量 p(z), 使 p(z) 为 FGz) 在 友 上 的 最 佳 逼 近 . 
由 于 1,cosz,sinz,"… ,cosnz,sinnx 是 W 的 正 交 基 , 单 位 化 后 即 得 W 
的 标准 正 交 基 
1 


1 . 
8&1 一 -一 COSX， &2 一 二 SINX, *， 


1 
® ax © Vx Vx 


1 1 . 
E2n-1 一 COS71X EE2n 一 一 SInnZz, 


Vx Vx 
根据 定理 2. 2. 2, 由 式 (2. 2. 1) 可 知 


2n 
p(x)= D2) (f(z) ,ee, 
i=0 


而 
(fiz) 60) = | fr)dz, 
J 入 | 
(FCz) sez) = 去 | fC)eoskrdz (k = 12 sz， 
(f(z) ex) = 交 | fsinkzdr k= 2， 
车 记 
p(x) 一 多 十 2) Carcoskzbisinkx), 
k=1 
则 
wo (| for)dr) lL 
2 ( 遍 六 7/ 一 )- 志 ， 
即 
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=| fz)dz, 


_1 
ar 


Vn 


1 
pb 一 -一 
/ze 


这 正 是 大 家 熟知 的 Fourier 系数 . 


(fz) ,ew 1) 一 二 | flzr)coskrdr (k=1,2,.*,n), 


(fen)yen) = | fersinkzdz hls2, sm). 


2.3 ”等 距 变 换 


本 节 研 究 内 积 空间 中 保持 长 度 、 夹 角 不 变 的 线性 变换 . 
定义 设 f 为 内 积 空间 V 的 线性 变换 , 若 
《fla),fB))=a,B (Va,PEV), 


则 称 f 是 等 距 变 换 . 特别 的 , 当 V 是 本 空间 时 , 称 /是 本 变换 ; 当 V 是 欧 
氏 空 间 时 , 称 f 是 正 交 变换 . 
例如 在 西 空间 C" 中 , 作 Y=AX, 其 中 阶 方 阵 A 为 酉 矩阵 , 则 
(AX', ,AX,) — XA AX, 一 和 和 一 (和 ,Xi), 


所 以 这 是 一 个 酉 变换 . 在 欧 氏 空间 R”" 中 ,车 4 为 正 交 阵 , 则 Y= 二 AX 为 正 
交 变 换 . 

定理 2.3.1 设 了 是 内 积 空间 V 的 线性 变换 , 则 下 列 命题 等 价 ; 

1 foo |=lal, veEVi 

2 (fl@) ,f= (a,P), Voa,PEV. 

当 V 是 有 限 维 时 ,以 上 命题 与 以 下 命题 等 价 . 

3” 把 V 的 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 ，; 

4”f 在 标准 正 交 基 下 和 矩阵 为 西 矩 阵 . 

证 明 ” 先 证 1 与 2" 等 价 . 

1 一 2 :根据 1 ,考虑 向 量 we 十 好 ,有 
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(Fa 十 肝 ) ,Fa 十 印 ) ) 一 (十 导 ,ac 十 二 》， 
分 别 计算 上 式 两 端 ,并 利用 1°, 则 可 得 
有 (Ca) ,有 ?十 ECB) , foo) =Eoa, pte Ba). (2.3.1) 

在 式 (2. 3. 1) 中 令 & 二 1, 得 Re(f(a),f(B)) 二 Rela,B). 若 在 欧 氏 空 
间 , 则 2 得 证 . 

若 在 酉 空间 ,再 在 式 (2. 3. 1) 中 令 & 一 i, 得 

Im( f(a),f(P)) =—Im(ag, Pp), 
所 以 
(fl@) ,f= (a,P). 


2 一 1 :显然 ,1 是 2 的 特 列 . 

下 面 采用 循环 证 法 . 

2 3 : 设 BE1，B2 ， ,En 为 V 的 标准 正 交 基 , 则 由 2 有 
(f(g8i),f(8;))— (ei,8;)—6, (1,7=],2,° ,7n), 


即 f(g1) ,f(g82),… ,f(g,) 也 是 V 的 标准 正 交 基 . 
3 "一 公 : 设 El1y，B2 ， Bn 为 V 的 标准 正 交 基 ,日 


fle se2 2 一 (5! 9 82 BA 


记 4e) 王 4. 于 是 f(g) 在 标准 正 交 基 {g;)? 下 坐标 向 量 即 为 4; ,因此 由 公 
式 (2.1.1) 及 3" 得 


(flgi), Fei)) 一 4 一 02， 
所 以 


A"A= , (Al ,42 ,A,)= (6;)=1, 


2 内 积 空间 与 等 距 变换 
即 4 为 西 和 矩阵 . 
4 过 1°;: 设 g1,82，… ,8; 为 标准 正 交 基 , 又 已 知 
Ce) 9 多 2 9 Bu) 一 (851 BE2 9 ,Bn )4， 
其 中 A 为 西 矩 阵 ， YaEV, 设 Q= (8 sB2 9 ;En ) 天 ,于 是 


oa) 一 Fe; 3982 ，,"** Bn ) 关 一 (81 s £2 ，"** ,Bn)AX, 


则 
| fla) | ?=AX) AX=XIANAX 
一 XXX 一 | a | 2. 
证 毕 . 
下 面 举 几 个 等 距 变 换 的 例子 . 
例 1 旋转 . 


设 在 R? 中 绕 原 点 旋转 0 的 变换 为 了 , 取 正 交 单 
位 向 量 e ,es( 见 图 2.1), 则 


fle1)=(cost)e (sing)e;,, 
es) 一 (一 sinbg)el 十 (cosg)ez， 


_ 故 /在 基 e1,e: 下 矩阵 为 


[2 一 | 
sing cosg 了 
这 是 一 个 行列 式 为 1 的 正 交 和 矩阵 ,此 变换 的 坐标 变换 式 为 
和 一 (cosO)zl 十 (一 sin0)zz ， 
32 一 (sin0)z (cosO) xs; 


cosg 一 Sinb 
| 站 
Sin0 cos0 


。 73 。 


。 7I4 。 


工程 矩阵 理论 


以 上 美 ,Y 分 别 是 R? 中 向 量 &€,f(E) 在 基 el ,ez 下 的 坐标 向 量 . 
在 R" 中 Y 一 AX, VXER", 若 A 为 正 交 阵 , 则 它 是 一 个 正 交 变换 , 当 
det4 一 1, 也 称 它 是 一 个 旋转 . 


例 2 镜 象 变换 . 8 4 

在 二 维 平面 RR 上 ( 见 图 2. 2), 设 @ 为 单位 向 Do 
量 ,n 为 垂直 于 om 的 单位 向 量 , 则 任 一 向 量 OA 关于 C 
的 镜 象 DO 为 图 2.2 


0B8=—CC=0A—2(0A .oo. 
推广 到 西 空间 C" , 作 
H(X)=X—2(X,0@% (VXEC'), (2. 3. 2) 


其 中 四 为 C" 中 单位 向 量 . 称 式 (2. 3. 2) 的 变换 为 关于 w+ 的 镜 象 变换 ( 记 
与 @ 正 交 的 (n 一 1) 维 子 空间 为 w+ ) ,容易 证 明 它 是 线性 变换 . 

现在 来 证 镜 象 变换 是 矩阵 的 行列 式 为 一 1 的 西 变 换 . 

将 单位 向 量 w 扩充 为 C" 的 标准 正 交 基 , 设 为 


,E62 Ens 
于 是 


H(w) 一 ao 一 2(o,o)o= 一 @， 


万 (si) 一 5 一 20Bi 00)O 一 2 (1—=2,°,n), 


所 以 五 的 矩阵 为 diag( 一 1,1,…,1), 是 行列 式 为 一 1 的 酉 矩阵 . 根据 定理 
2. 3. 1, 昌 是 西 变 换 . 又 线性 变换 在 不 同 基 下 和 拖 阵 相似 ,相似 矩阵 的 行列 
式 相等 ,所 以 五 的 矩阵 其 行列 式 总 是 一 1. 
下 面 介绍 镜 象 变换 的 一 个 应 用 . 
- 定理 2.3.2 设 a,pEC', eal= pl 了 0,a 关 Pp, 并 且 〈a,Pp) E 


民 , 令 


2 内 积 空间 与 等 距 变 换 


0= Ta=pT 
则 关于 w+ 的 镜 象 变换 瓦 (6) 一 上 一 2(6,o)oCVEEC) ,使 
Ht(a)=p. 
证 明 由 于 (ae) 一 (8, 久 及 (8,a) 一 (as 有 一 (xp) , 故 
| ex 一 外 |: 一 (a 一 Pa 一 及 一 2(xc) 一 2(ayp) 
一 240,X 一 请 ， 


因此 
一 [i a 
H(m) =a—2(0, Te) Te 


‘goa—P) (一 有 


| eg 一 有 | 
=@—(a—P=p. 


一 Q 一 2 


利用 定理 2. 3. 2 ,可 将 第 2. 1 节 中 定理 2. 1. 6 推广 . 

定理 2. 3.3 任 一 方 阵 4E C"" 必 可 分 解 为 本 矩阵 U 与 主 对 角 元 非 
负 的 上 三 角 阵 T 的 乘积 , 即 4 一 DT. 

证 明 ”对 作 归 纳 法 . 

当 n 一 1 时 ,4 二 au 一 e?|an|, 其 中 9 为 an 的 幅 角 (约定 0 的 幅 角 为 
0). 由 于 e* 为 一 阶 酉 矩阵, | ai | 为 一 阶 主 对 角 元 非 负 的 上 三 角 阵 , 故 命题 
正确 . 今 设 定理 对 (xn 一 1) 阶 成 立 ,考虑 阶 . 

记 4 二 (qi;,@2,… 0) ;, 设 an 王 |an ler, 令 


p=—( a | er,0,.,0)7. 


若 Ql 二 p, 则 


| le” "| “| | | 
4 一 一 9 
O B O 了 -1 O B 
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由 归纳 法 假设 B=UT ,其 中 品 为 (n 一 1) 阶 西 阵 ,T 为 主角 元 非 负 的 上 


三 角 阵 . 令 
je °][ "]- "] 
:=| T lo ol lo wl 


可 以 看 出 U; 为 n 阶 西 矩 阵 . 于 是 


ell x* 
A=U, =U,T,,， 
O 了 


显然 五 是 主 对 角 元 非 负 的 上 三 角 阵 . 
若 ow 关 有 ,由 于 1 8 = 一 1 ea 和 0, 且 
(0 ,及 一 aa | @i |e ?=|anll ow ll ER, 


根据 定理 2. 3. 2 存在 镜 象 变换 电 , 使 HH(@) 二 PB. 而 镜 象 变换 是 西 变换 , 它 
在 标准 正 交 基 下 和 矩阵 为 西 矩阵， 记 镜 象 变换 H 在 基 C1yC2， Pr 下 和 矩阵 
为 西 和 矩阵 5: , 则 五 (an ) 一 Us 一 及 于 是 


| oa 1 ee * 
DU,A= . 
O 


重复 前 面 的 做 法 可 以 分 解 Us4 为 酉 矩阵 U, 与 主 对 角 非 负 的 上 三 角 
阵 于 之 积 :U4 二 Us TT , 故 A=USU,T, =UT. 显然 ,U=USU, 为 酉 矩阵, 
证 毕 . 


习题 2 


1. 试 证 内 积 空间 的 “平行 四 边 形 定理 ”: 
atpll ?+ oe-pl’=2C el ?+ pI). 
2. 试 证 欧 氏 空间 的 “ 勾 股 定理 ”: 
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2 内 积 空间 与 等 距 变 换 
cz patpl := jel :+ | pl?, 


并 讨论 该 命题 在 西 空间 是 否 成 立 . 
3. 设 fi (xz) ,fz (x) 9 » fa (xz) 是 [a ,b] 上 实 连续 函数 , 试 证 : 


fad |< mex “FiCz)dz (i,j 一 1,2，……,7)， 


0 1 2 
4. 设 A4==| 一 ] 1 2 |, 把 4 的 列 作为 欧 氏 空间 R’ 的 一 组 基 , 按 
1 1 一 ! 
Schmidt 正 交 化 方法 求 RB 的 一 组 标准 正 交 基 ,由 此 求 出 正 交 阵 Q 及 上 三 
角 阵 RR, 使 A 二 QR. 
5. 已 知 


w={ sT2 Ts ) 


eh 
求 W+ 的 一 组 标准 正 交 基 . 


6. 设 f 是 内 积 空间 V 上 变换 , 若 
(flo) ,f= (a,P (Va,PEV), 
试 证 :f 是 线性 变换 ,因此 三 是 等 距 变换 . 
7. 设 V 为 欧 氏 空间 ,& 为 实数 , f(a) 二 a 一 kla,w)w, YeEV, | wl 
三 1, 求 f 是 正 交 变换 的 充 要 条 件 . 
， ”8. 设 了 是 内 积 空间 Y 的 等 变换 ,W 是 了 的 r 维 不 变 子 空间 , 试 证 : 
W+ 也 是 f 的 不 变 子 空间 . 
9. 设 AER"™" ,A=(a;y ) 9 记 Qs 的 代数 余子 式 为 Ai , 试 证 :4 是 正 交 
阵 的 充 要 条 件 是 
ajy—=(detA) A; (1,7=1,2,°" ,71). 


10. 设 A,B 都 是 正 交 阵 , 明 dethdetB 二 一 1, 试 证 : 
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det(A 二 +B)=0. 


11. 试 证 :n 维 欧 氏 空间 中 ,两 两 成 “ 顿 角 ” 的 向 量 不 多 于 (n 十 1) 个 . 
12. 设 | o | 二 1, 试 证 镜 象 变换 
H(X)=¥—2(X,00 (VXEC") 
在 基 el1ye2，en 下 和 矩阵 为 工 一 2oom5. 因此 ,不 论 人 是 怎样 的 单位 向 量 , 总 有 


det(IT 一 2oo8E) 一 一 1 


3 短 阵 的 相似 标准 形 


3 矩阵 的 相似 标准 形 


在 n 维 线性 空间 V 取 定 一 组 基 后 ,V 上 线性 变换 矿 就 对 应 于 一 个 矩 
阵 , 并 且 f 的 运算 对 应 于 矩阵 的 运算 . 为 方便 运算 (特别 是 方 寡 ) ,就 希望 
找 出 V 的 基 , 使 了 的 矩阵 尽 可 能 地 “简单 ” 例如 ,对 角 阵 在 做 方 瞪 运算 时 
是 很 方便 的 . 另 一 方面 ,由 定理 1. 5. 2 知 f 在 两 组 基 下 的 矩阵 是 相似 的 . 
因此 , 太 可 以 有 怎样 “最 简单 ”的 矩阵 ,就 相当 于 /了 的 矩阵 能 相似 于 怎样 
“最 简单 "的 矩阵 . 

本 章 将 研究 矩阵 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 以 及 任 一 复方 阵 在 相似 意 
义 下 的 标准 形 一 一 Jordan 标准 形 ,最 后 研究 特征 值 的 分 布 . 


3.1 “特征 值 ,特征 向 量 


如 果 存 在 V 的 一 组 基 cl ,cz ,…,w 使 
oa oa 0 ) = 0, 02,0) diagldi ,ds,**,d,), 
则 
Jo) 一 de， (i=1,2,.…,n). 


如 上 的 数 di 及 非 零 向 量 w; 对 化 简 f 的 和 矩阵 很 有 用 ,值得 我 们 去 
研究 . 
定义 3.1.1 设 fEHom(V,V),V 为 数 域 F 上 线性 空间 , 若 存 在 4 
EF 以 及 非 零 向 量 EEV, 使 
JE) 一 优 ， 
则 称 * 为 了 的 特征 值 ,6 为 了 相应 于 特征 值 的 特征 向 量 . 
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例如 ,1 是 恒 等 变 换 的 特征 值 ,0 是 零 变换 的 特征 值 ,一 切 非 零 向 量 都 
是 它们 的 特征 向 量 . 

怎样 求 一 般 的 线性 变换 的 特征 值 及 特征 向 量 呢 ? 

设 V 为 2 维 线性 空间 ,wo ,…,0, 为 了 的 一 组 基 ,j 在 该 基 下 的 矩阵 
为 4,& 的 坐标 向 量 为 关 , 则 FE) 的 坐标 向 量 为 4X, 于 是 了 5 天 0, 使 FE) 一 
北 售 了 XX 关 0, 使 AX 二 六 今 导 XX 关 0 使 I 一 4)X=0SOdet(AI 一 4) 二 0. 因 
此 ,了 特征 值 即 方程 detCT 一 4) 一 0 在 数 域 斑 上 的 根 ;特征 值 lo 对 应 的 
特征 向 量 & 的 坐标 向 量 下 就 是 齐 次 方程 组 

(XhoI—A)X=0 


的 非 零 解 . 
定义 3.1.2 设 AECX", 称 nn 次 多 项 式 C(4) 二 det(XI 一 4A) 为 A 的 
特征 多 项 式 ; 称 C(4) 二 0 的 根 为 4 的 特征 值 ,以 4(4) 记 和 4 的 特征 值 集 ; 称 
满足 4X 一 MX 的 非 零 向 量 多 为 4 的 特征 向 量 ( 属 于 特征 值 1). 
定理 3.1.1 车 和 相似 于 B, 则 A 与 B 有 相同 的 特征 多 项 式 . 
证 明 设 B=P-!AP, 于 是 
det(AI—B)=detP 1!(AI—A)P 
一 detP 'det(AI—A)detP 
一 det(OMT 一 4). 
证 毕 . 
由 于 了 在 两 组 基 下 矩阵 是 相似 的 ,定理 3. 1. 1 说明 C(X) 由 了 本 身 唯 
一 决定 ,因此 也 称 det(MT 一 4) 是 f 的 特征 多 项 式 . 
定理 3.1.2 设 A=(a;),xs; 则 


det(QI—A)=X"+ > (—DbA", (3.1.1) 
k=1 


其 中 6 二 和 的 所 有 k 阶 主子 式 之 和 (二 1,2,…,n). 特别 有 
=trA4, b,=detA. 


3 纸 阵 的 相似 标准 形 


证 明 记 工 -= (el ,eye) ,4 一 (4 ,4 和 …A4,) ,于 是 
det(MT 一 4) 一 det(Cel —Al ,A€2 一 A, 9"°® ,MAEn 一 和,)， 
按 行列 式 性 质 , 将 上 式 右 端 拆 成 每 列 或 是 )e; 或 是 一 人 ;的 行列 式 , 共 
2" 个 . 对 于 Xe;, 可 从 行列 式 中 提出 公 因 数 4, 对 于 一 A; ,提出 负 号 ,于 是 有 
IT 一 4 一 please 和 ee 一 ii》 |e ee en 
i 一 1 
十 和) 一? >») | 一 
l1<&iejen 
十 (一 1) 包 2 >) [A 
li in 
十 (一 D*14| 一 ip 十 DY (—1Diba", 
k=1 
行列 式 |…A…A。…A; …| 中 , 虚 点 处 是 那些 @;, 且 第 j 列 为 6，. 
例如 2 一 5,& 一 2 一 2,2 一 4 时 , 按 单位 向 量 所 在 的 列 展开 , 便 得 


0 U42 


1 Gl? 0 C14 0 
0 U22 0 好 24 0 
C22 G24 
|ei,As,e3sAises|=I0 as 1 as 0|= ， 
CQ42 U44 
0 0 
0 1 


0 Qase 
是 和 4 的 一 个 二 阶 主子 式 . 因此 , 刀 是 关于 1 全 i 夸 5 求 和 ,是 A 的 所 有 
二 阶 主 子 式 之 和 . 
对 一 般 阶 方 阵 A4, 同 理 可 得 |…As…A。…A… | 是 4 的 一 个 阶 
主子 式 , 因 此 b 是 4 的 所 有 阶 主 子 式 之 和 . 


推论 设 4 一 (ai )nxns lAI 一 A|= TE 一 2420); 则 
i=1 


trA 一 Das 一 Sh, detA 一 TI 
i=1 i=1 和 1 
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例 1 求 Frobenius 矩阵 


0 0 0 0 一 Cr 
1 0 0 0 一 Gr 一 1 
了 一 |0 1 0 0 Qn—2 
0 0 0 1 一 CGI 
的 特征 多 项 式 ， 
解 对 |MT 一 下 | 按 第 1 行 展开 ,逐次 递 推 可 得 
A 0 0 Qn 
一 1 A 0 Cn 一 1 
QZ。 =|A—F|= 0 —1 0 Cn 一 2 
0 0 "一 1] A 二 a 


=—=Ad,_1 十 a， 一 人 (AQ 十 Qi 1 ) 十 a， 
一 和 (Ad,_3 十 Qn-2 ) 十 Aan_1 十 an 一 
一 和 十 CA 十 az 十 … 十 CA 十 a， 
可 见 多 项 式 |MT 一 玉 | 的 系数 正 是 由 下 的 最 后 一 列 得 到 , 称 和 矩阵 下 为 
该 多 项 式 的 友 阵 (Companion Matrix). 
例 2 设 a,P 为 n 维 列 向 量 ,4 二 af', 求 4 的 特征 多 项 式 . 
解 ” 由 于 r(4) 志 rl(@) 亿 1, 故 A 和 的 所 有 k( 之 2) 阶 子 式 全 为 0, 故 定理 
3. 1.2 的 式 (3. 1. 1) 中 到 一 0(R 之 2) ,而 
b= 二 trap' 二 trp'a 二 Pa (trMB 一 trBM, 其 证 明 作 为 习题 )， 
所 以 
| 一 后 | 一 入 一 三 cx 一:. 
在 例 2 中 , 若 一 《1,1,…,1)' 一 p, 则 可 得 


3 给 阵 的 相似 标准 形 


1 1 1 

1 1 1 
A= , 

1 1 1 


的 特征 多 项 式 为 如 一 me: 一 MG 一 四, 故 和 的 特征 值 为 0((x 一 1) 重 


根 ) 及 nn. 
例 3 (1) 试 证 :车 4,B 为 n 阶 方 阵 , 则 


detQAI—AB)= detQAI—BA); 
(2) 试 证 :车 4,B 分 别 为 ;Xn 和 nnXs 秆 阵 , 则 
A"det(AL—AB)=A’det(L,—BA) (sn). 
证 明 (1) 利用 第 0 章 第 0. 1 节 的 例 3 有 
上 B 


I A 
A I B I 


[1 ol sl obs ol 
| 


， B 
(2) 不 妨 设 ;>n. 作 两 个 s 阶 方 阵 A1 一 (4;0) 'B=| | ,对 4 ,Bi 用 


取 行 列 式 , 即 得 


民 中 -| 
A 了 B AI 


oI 
注意 到 | 
10 


所 以 
IA1—AB|=|M—BA|. 


(1) 的 结果 有 
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[2L.—AiB, | 一 [AL.—BAl | ’ 


而 
XL —AiB|=|2L—AB|, (3.1.2) 
BA 0-| |iL-BA 0O 
[2L—BiAi|= 蕊 一 | | 一 
0 0 O aL, 
一 i 一 |) 一 B4|， (3.1.3) 


比较 式 (3. 1. 2) 与 式 (3. 1. 3) , 即 得 所 证 . 
证 毕 . 
例 4 若 对 线性 变换 f 存 在 正 整 数 & 使 f= 二 0, 则 称 f 为 容 零 变换 . 
试 证 : 客 零 变换 的 特征 值 全 为 零 . 
证 明 设 、) 为 寡 零 变换 f 的 任 一 特征 值 , 则 存在 非 零 向 量 & 使 
f(€)=¥， 
于 是 


f°(€)=fOE)=AfE) = E, 


0=f(6)=fL fF (6) = fT1E) =NE, 


而 5 夫 0, 所 以 类 一 0, 即 1 一 0. 
证 毕 . 
从 例 4 的 证 明 不 难看 出 ,如 果 线 性 变换 f 对 于 多 项 式 


PCZ) 一 ao 十 QIZ 十 … 十 anzr 


pf)=aolta 十 … 十 an 一 0， 
则 f 的 每 一 个 特征 值 4 必 满 足 g(A) 一 0. 


3 给 阵 的 相似 标准 形 


3.2 Schur 引 理 ,Hamilton-Cayley 定理 


现在 利用 特征 向 量 来 化 简 和 矩阵 . 
定理 3. 2. 1(Schur 引 理 ) 任 一 nn 阶 复方 阵 A 必 酉 相似 于 上 三 角 阵 ， 
即 存在 酉 矩阵 UU, 使 


Al rz ri 
UAU= 机 人 
0 0 A 
证 明 ”对 作 归 纳 . 


当 n 王 1 时 ,A=a 本 身 就 是 一 个 上 三 角 阵 , 取 一 阶 西 阵 U=1 即 可 . 

今 设 对 (n 一 1) 阶 的 复方 阵 命题 成 立 ,考虑 AEC™*". 

设 入 为 4 的 一 个 特征 值 ,Xi 为 相应 的 单位 特征 向 量 ,将 和! 扩 充 为 西 
空间 C 的 标准 正 交 基 , 设 为 天 , 矢 ; ,… ,XX, , 记 西 矩阵 


U0=(X ,六 0 
于 是 


A @& 
A(XI 大 2 ,XX) 二 (XI 大 2 有，) | : | 9 (3. 2. 1) 
O08B 


其 中 B 为 (x 一 1) 阶 方 阵 . 由 归纳 法 假设 ,存在 (n 一 1) 阶 西 阵 Us 使 
UEBUDs 一 TT ( 工 为 (n 一 1) 阶 上 三 角 阵 )， 
oa 


1 
于 是 令 U=Ui , U | ;0 丁 阵 ,根据 式 (3. 2. 1) 可 得 


1 O 1 0O 
UAU = UPAU, 
O UE O U: 
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1 OO 1 xl 0O 
-|。 可 。 呈 
-| CU2 上 = | _7, 
0O UiBU| 10 TT 
TT 是 一 个 上 三 角 阵 . 
证 毕 . 
如 果 4 是 实 方 阵 , 且 特征 值 全 为 实数 , 则 特征 值 习 可 与 实 的 单位 向 
量 各 对 应 ,于 是 可 扩充 下 为 R" 的 标准 正 交 基 , 得 正 交 阵 . 因此 ,Schur 引 
理 中 的 西 阵 可 以 改 为 正 交 阵 . 于 是 有 下 面 的 推论 . 
推论 设 4 是 特征 值 全 为 实数 的 实 和 矩阵 , 则 4 正 交 相似 于 实 上 三 
角 阵 . 
定理 3. 2. 2(Hamiltom-Cayley 定理 ) 设 AECx",A 的 特征 多 项 式 


为 CQ), 则 CC(4) 二 0. 
证 明 由 Schur 引 理 ,存在 西 矩 阵 U 使 


A Ti2 | 
A2 Yon 
UAU=T= . 
0 0 An 


而 相似 矩阵 有 相同 特征 多 项 式 , 故 4 的 特征 多 项 式 


n 


CQ) = [| 一 0)， 


i=l 
于 是 


Li 


cD = [| Tan). 


i= 


记 


3 上 甜 阵 的 相似 标准 形 


上 
P= EE (TA) (=1,2,.,n), (3. 2. 2) 
i 一 1 


现 证 Pi 为 前 & 列 全 是 零 的 上 三 角 阵 . 
首先 由 了 可 知己 一 T 一 MT 是 第 1 列 全 为 零 的 上 三 角 阵 . 


O 了 
设 P-1 为 前 (4 一 1) 列 全 是 零 的 上 三 角 阵 | 了 | ,其 中 T-: 是 (> 
kl1 


一 k 十 1) 阶 上 三 角 阵 ,由 于 T 一 I 是 (4,k) 元 为 零 的 上 三 角 阵 , 故 可 将 它 
分 块 为 

B, "| 

O 0 B,| 
其 中 Bj 为 (4 一 1) 阶 方 阵 ,Bs 为 (4 一 1)X1 的 矩阵 . 代入 式 (3. 2. 2) ,得 


O B Bi B, B; O 0O. BB, 
P, =P,_;(T—X1)= 一 9 
O TO 0 DB OO TB, 


可 见 Pi 的 前 列 全 为 零 , 自 然 还 是 一 个 上 三 角 阵 . 

特别 , 当 & 二 n 时 , 便 得 P, 一 0, 也 即 C(TD==0. 于 是 ， 

C4)=UC (DU =0. 

证 毕 . 

推论 设 Fe Hom(V,V),dimV= 二 n, 耻 的 特征 多 项 式 为 CC(), 则 
C( 放 是 零 变 换 . 

证 明 设 在 某 组 基 下 /的 矩阵 为 4, 则 CCP 的 矩阵 为 C(4). 对 于 V 
中 任 一 坐标 向 量 为 下 的 上 ,根据 式 (1. 5.4) ,可知 CC 了) (8) 的 坐标 向 量 是 
C(A) 义 ,而 定理 3. 2. 2 告诉 我 们 C(4) 一 0, 所 以 C( 了 有 )(E) 是 零 向 量 . 因此 ， 
C( 记 是 零 变 换 . 

证 毕 . 
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一 2 ”一 2 
例 1 已 知 4= 王 |1 0 一 3|, 求 4™. 
- 1 一 1 一 2 


解 经 计算 4 的 特征 多 项 式 为 
CG) 王 | 邓 一 4 人 | 一 人 A 一 DG 十 1 
设 
Zi 一 (Zz 一 1)(CZz 十 1)29(Z) 十 az 十 pz 十 c， (3. 2. 3) 


将 z=1 代 人 式 (3. 2. 3) ,再 将 x 二 一 1 代入 式 (3. 2. 3) 以 及 求 导 后 的 式 
(3. 2. 3) ,得 


1 一 & 十 2 十 c， 
1 一 C 一 0 十 c， 
一 100 王 一 2 十 0 
解 得 
b=0,， a 二 50， C 一 一 49. 


将 和 代入 式 (3. 2. 3) ,因为 (4 一 (4 十 DD?= 二 0, 故 得 


一 199 0 400 
4Im 一 5042 一 49T 一 区 1 200|. 
一 100 0 201 
a 0 0 
例 2 已 知 4=|0 a 1|, 则 CQ)==Q 一 a)’ ,显然 
0 0 a 


(A—al)’*=0, (A—al):=O, 4 一 0 天 0O. 


从 上 例 可 见 使 f(4) 二 0 的 多 项 式 f(x), 除 特征 多 项 式 外 ,还 可 能 有 
其 它 次 数 比特 征 多 项 式 次 数 低 的 多 项 式 . 


3 和 矩 阵 的 相似 标准 形 


定义 设 4EC2, 若 有 多 项 式 p(z) 使 (4) 一 0, 则 称 g(x) 为 4 的 
化 零 多 项 式 ;4 的 化 零 多 项 式 中 ,次 数 最 低 且 最 高 次 系数 为 1 的 叫做 4 的 
最 小 多 项 式 . 

定理 3.2.3 1 方 阵 A 的 最 小 多 项 式 m (xz) 必 整 除 4 的 化 零 多 项 式 
pT)s 

2 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 与 特征 多 项 式 有 相同 的 零点 ; 

3 相似 的 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 . 

证 明 这 里 仅 证 明 1 和 2 ,3" 作 为 习题 . 

1” 用 m(xz) 去 除 g(xX) , 设 余 式 为 r(x), 即 

p(T)=m(zx)g(z)+r(z). (3. 2. 4) 
若 r(z) 天 0, 则 r(z) 的 次 数 <m(z) 的 次 数 ,将 4 代 人 式 (3. 2.4) 得 
0 一 (4) 一 mm(4)a(4) 十 r(4) 一 r(4A)， 


于 是 ~(z) 也 是 4 的 化 零 多 项 式 , 又 次 数 比 mm(z) 低 ,与 mm(z) 是 最 小 多 项 
式 矛 盾 , 所 以 ~(Cz) 一 0, 即 mm(z) 整 除 p(x). 
2 因为 特征 多 项 式 C(z) 是 4 的 化 零 多 项 式 ,由 1" 知 


C(x)—=m(z)g(z), 


所 以 ml(z) 的 零点 必 是 C(z) 的 零点 . 
反之 , 若 Cl4o)= 二 0, 说 明和 是 A 的 特征 值 , 故 存在 多 关 0 使 


AX 二 Ao 头 ， …， 4 下 一双 已， 
故 对 多 项 式 ma(z) 而 言 , 必 有 0 一 m(4) 导 一 mao) 天, 而 和 0, 所 以 
m(Ao) 一 0. 
证 毕 . 
注 1: 由 最 小 多 项 式 的 定义 及 定理 3. 2. 3 之 1" 知 和 矩 阵 4 的 最 小 多 项 
式 是 唯一 的 . 
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注 2: 若 线性 变换 /的 矩阵 为 4, 则 对 于 多 项 式 g(x), 有 
p(4A) 一 09p( 门 一 0， 


又 由 定理 3. 2. 3 之 3", 我 们 也 分 别称 A 的 化 零 多 项 式 与 最 小 多 项 式 为 / 


的 化 零 多 项 式 与 最 小 多 项 式 . 
例 3 记 
a 1 0 0 01. 
0 a 0 0 0 
A=diag(l(a,a,b,b,6), B=|0 0 8 0 0| (ab), 
0 .0 .065b1 
0 .0 0 05 


A 与 B 的 特征 多 项 式 都 是 (4 一 a)? (4 一 6)*. 由 定理 3. 2. 3 知 ,它们 的 最 小 
多 项 式 必 具 形式 (A 一 a): (2 一 b)', 自 : 魏 2， 委 3. 
对 于 有 ,容易 看 出 
(A—al) (A—2bI)=0, 
故 4 的 最 小 多 项 式 是 (4 一 a) (4 一 ). 
对 于 B, 记 二 阶 可 道 阵 


a—b 1 b—a 1 0 1 
en ds a [nm 
0 a—b 0 b—a 0 0 


由 于 可 逆 阵 与 任 一 矩阵 M 之 积 为 零 的 充 要 条 件 是 M 一 0O. 又 注意 到 N 关 
O, 和 一 0,TI 与 开 均 可 闭 , 而 且 


INT{ O 0 
(B—al):(B—b)'=| 0O O 0 |， 
0 0 TiN 


故 使 (8B 一 a1):(B 一 bI)' 二 0O 的 最 小 之 * 与 1 为 2. 因此 ,有 B 的 最 小 多 项 式 是 


3 瞪 阵 的 相似 标准 形 


Qa Qa—b). 
由 于 4 与 B 的 最 小 多 项 式 不 同 ,因此 必 不 相似 . 


3.3 ”相似 对 角 化 的 充 要 条 件 


本 节 与 下 节 线 性 空间 V 为 复数 域 上 线性 空间 . 

特征 向 量 对 化 简 和 矩阵 作用 很 大 ,为 方便 起 见 , 先 研究 属于 同一 特征 值 
的 全 体 特征 向 量 , 

定义 3.3.1 设 fEHom(V,V) ,Nh 为 f 的 特征 值 , 称 


Vi ={€|f(€) =A€, EEV) 


为 f 的 特征 子 空间 (相应 于 46). 
定义 3.3.2 设 AEC*X",X6E4(4), 称 


Vi ={X|AX=XAX,XEC') 


为 4 的 特征 子 空间 (相应 于 io). 

从 定义 3. 3. 1 与 定义 3. 3. 2 不 难看 出 ,V;, 正 是 由 相应 于 特征 值 4。 的 
全 体 特征 向 量 再 添上 一 个 零 向 量 构成 . 了 的 WV 是 线性 变换 /一 io 的 核 ， 
它 是 f 的 不 变 子 空间 . 另外 ,还 请 读者 注意 ,定义 3. 3. 1 中 的 VV 是 V 的 
子 空间 ,定义 3. 3. 2 中 的 VV, 是 C 的 子 空间 . 如 果 V 是 复数 域 上 n 维 线 
性 空间 ,在 V 的 某 组 基 下 f 的 矩阵 为 4, 则 了 的 特征 值 便 是 4 的 特征 值 ， 
定义 3. 3. 2 中 的 wy, 正 是 定义 3. 3. 1 中 VV 全 体 向 量 的 坐标 向 量 之 集合 ， 
它们 是 同 构 的 . 

下 面 研 究 线性 变换 的 特征 子 空间 的 其 它 的 性 质 . 由 于 同 构 , 故 对 和 矩阵 
的 特征 子 空间 也 成 立 . 

定理 3.3.1 设 1,，…… 汶 为 y 的 相 异 特征 值 , 则 和 w, 十 … 十 W, 是 
直 和 . 

证 明 &=2 时 , 设 必 和 is, 若 wEV mV , 则 
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ac) 一 110 一 120 一 (一 12 )0 一 0=>w 一 0， 


故 V, 站 Vi 为 (0) ,所 以 Vi 十 Vi 为 直 和 . 
设 & 一 1 时 命题 正确 ,考虑 个 相 异 特征 值 的 情况 . 
设 特征 子 空间 VV, 中 向 量 @; (i 二 1,2,…,k) 使 


Qi 二 TG 十 *… 二 0 =—0, (3. 3. 1) 
用 了 作用 式 (3. 3. 1) 得 
AiQ1 A202 十 … 二 XAG 一 0. (3. 3. 2) 
式 (3. 3.2) 一 4X 式 (3. 3. 1) 得 
(一 Mo 十 … 十 (一 Ma 一 0， 
而 Qi 一 A4)@i EV ,由 归纳 法 假设 VV, 十 … 十 V，， ,为 直 和 ,所 以 
(一 Ma 一 0 (i=1,.,k—1), 
又 大 一 和 天 0, 故 
0 一 0 一 … 一 0 1 一 0， 
代 回 式 (3. 3. 1) ,得 @; 一 0, 即 零 向 量 分 解 唯一 . 根据 定理 1. 3. 5 知 
Vi 二 二 VV 


为 直 和 . 
定理 3.3.2 设 fEHom(V,V) ,1,…,, 为 f 的 + 个 相 异 特征 值 , 
的 特征 多 项 式 
CQ)= IT ma, 其 中 六 Ci—n, 
则 


dimV, <c; (i=1,2,° ,7), 
者 92 La 
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证 明 设 Ao 为 CG) 的 m 重 根 ， dimV; Ss, 又 设 Vi 的 一 组 基 为 CI1， 
“2 ,将 它 扩充 为 V 的 一 组 基 wa ?9 由 于 


ai) 一 1o0r (一 1，…，5)， 
故 有 


Mol, A 
Fa ,Gs 0 ) =— (0 0 9 
O Ah; 


所 以 CO0)==Q 一 和 6) 和 ,一 421. 即 ho 至 少 是 C0) 的 s 重 根 , 故 sm 
称 c; 为 4; 的 代数 重 数 ,s; =dimV,, 为 4; 的 几何 重 数 . 
由 定理 3. 3. 1 及 直 和 的 充 要 条 件 ,再 利用 定理 3. 3. 2 可知 
dim DV, 一 DdimV, 之 3 = n= dimV, 
所 以 每 个 特征 子 空间 Vi 的 维 数 ;;==c; 的 充 要 条 件 为 


V=V, PD*…ODV,, 。 


当 V== 了 Vi 时 ,以 V,，…,Vi 的 基 之 并 集 为 V 的 一 组 基 , 由 于 基 


向 量 全 是 f 的 特征 向 量 , 故 了 在 此 组 基 下 矩阵 为 对 角 阵 .反之 , 若 了 在 某 
组 基 下 和 矩阵 为 对 角 阵 


diagCAil, ,az ,°° ,A )， 
其 中 ,A2，…,4, 互 异 , 则 对 于 特征 值 4 至 少 有 ci 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
又 5ci ;所 以 5 二 ci(i 二 1,2,…s7), 且 V= DV,. 故 有 定理 3. 3. 3. 
定理 3.3.3 设 f€EHom(V,V),f 的 特征 多 项 式 为 


C= [| aa 一 00*， 
| 
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其 中 ,1,44，… 4 互 异 ; 2 c 一 则 下 列 命题 等 价 ， 


1 的 矩阵 可 相似 于 对 角 阵 (也 称 f 可 相似 对 角 化 ); 
2° c=dimV (i=1,2,,7); 


3”V 一 pV, 。 

下 面 研 究 相 似 对 角 化 与 最 小 多 项 式 的 关系 . 

定理 3.3.4 设 f€EHom(V,V), 则 了 可 相似 对 角 化 的 充 要 条 件 是 f 
的 最 小 多 项 式 无 重 因 式 . 

证 明 设 在 某 组 基 下 矩阵 为 A4,f 的 特征 多 项 式 为 


C0) 一 [[ GQ 一 405 GQ,…,N 互 异 ). 
i=1 
若 A~A 一 diagQ1 TD) 而 (4 一 A:1) 二 0, 故 和 的 最 小 多 
1 一 1 


项 式 为 II (一 入 ) ,无 重 因 式 . 


再 证 充分 性 . 
车 4 的 最 小 多 项 式 m(4) 无 重 因 式 ,根据 定理 3. 2. 3 之 2", 有 


m(24) 一 II (一 2)， 
于 是 
II (4—X1)=0. (3. 3. 3) 
利用 第 0 章 的 习题 第 25 题 及 式 (3. 3. 3) 得 


>») dimV;, = 2 [n—r(AM—AD)]=rn— > r(A—A1) 
i 二 ] i=1 一 1 


之 rmi 一 (7 一 1)7 一 0， 


3 ”给 阵 的 相似 标准 形 


y， dimV 一 了 3 < y， ci 一 2， 
i=1 i=1 i=1 


所 以 > dimV, 一 ”于 是 $i 二 Gi. 根据 定理 3. 3. 3, 了 可 相似 对 角 化 . 
能 相似 于 对 角 阵 的 矩阵 叫 准 单纯 阵 ,它们 有 一 种 分 解 式 一 一 谱 分 解 . 
定理 3.3.5 n 阶 方 阵 A 相似 于 对 角 阵 , 且 有 ~(1 委 r 委 四 个 相 异 特 
征 值 入,…,4, 的 充 要 条 件 为 存在 r 个 非 零 方 阵 P1,…,P, 及 7 个 互 异 数 
11，…r ,使 : 


1 A= 2 AP,; 2° DP:=1; 
i=1 i=1 
3” 了 PPi 一 O (li 和 ?7); 4° P=P. (i=1,"…,7), 


证 明 ” 先 证 必要 性 . 
若 4 相似 于 对 角 阵 且 其 互 异 特征 值 为 11，… 心 , 则 存在 可 逆 阵 也 ,使 
P-14P 一 diag(iT ,A )， 
于 是 
4 一 Pdiag(Ai 工 ,NT PT. 
将 对 角 阵 分 为 r 个 矩阵 之 和 ,分 别提 出 因子 A,… ,4,, 记 


P;=Pdiag(0,,0,1, ,0,°"*,0)P! (i 二 1,** ,7) 9 


便 得 
A= > AiP.,. 
不 难 验证 P; ,…,P, 均 为 非 零 阵 , 且 满 足 2 ,3 与 4 
再 证 充分 性 . 


由 2 ,YXEC', 有 
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于 一 书 夺 十 … 十 PERCP) 十 … 十 RCP.)， 
所 以 
C=R(P) + +R(P,). (3. 3. 4) 
又 VXERCP;), 3YEC ,使 和 =PiY. 于 是 根据 1 ,3",4* 有 


AX=AP'Y= ( >) NP; )PiY=ANPIY=XNX, 
了 一 1 


由 于 尸 天 0, 故 RCP) 天 (0} ,因此 有 非 零 的 不 使 4X 一 1X, 所 以 1 是 4 的 
特征 值 ,是 P; 的 值 域 RCP;) 含 于 特征 子 空间 人 . 

注意 到 式 (3. 3. 4) ,另外 已 知 条 件 中 1 ,，…，, 是 互 异 的 ,根据 定理 
3. 3. 1 便 得 

C=RCOPD) 十 … 十 ROPDCVW 四 … 中 w CC"， 
所 以 
C=V, DO'…ODV, 9 

根据 定理 3.3.3 便 得 A 相似 于 对 角 阵 , 且 1° 中 Al9 ;#4; 就 是 特征 值 . 

例 1 在 R[z], 中 作 

flp lz)J=plzt1) (YzbCz)ER[z]。)， 

(1) 试 证 /是 线性 变换 ; 

(2) 研究 f 能 否 相 似 对 角 化 ,并 求 f 的 特征 子 空间 . 

解 (1) Vp(x),g(zx)ER[zx],, Vk,LER, 有 


FLRpDCz) 十 1g(Cz)] 一 Ap(z 十 1) 十 1g(Cz 十 1) 


=kf[p lz)]+if[La(z)], 
所 以 f 是 线性 变换 . 
(2) 取 1,z,X :1 为 R[x] 的 基 , 于 是 大 (1) 王 1, 且 


3 短 阵 的 相似 标准 形 


f(x:)=(zx+1)’=1+2z+z’, 


zi) 一 (Z 十 1 一 一 1 十 (2 一 1)z 十 … 十 zl， 
故 了 在 基 {1,z， “Tl } 下 和 矩阵 为 


1 1 1 
0 1 n—1 
A= » 9 
0 0 1 
注意 到 4 是 一 个 主 对 角 元 全 为 1 的 上 三 角 阵 , 故 其 特征 多 项 式 
CAO)= OAT—1)". 


由 于 4 一 I 的 秩 是 (n 一 1) , 故 对 应 于 特征 值 1 之 特征 子 空间 的 维 数 是 
?一 (2 一 1) 一 1, 而 特征 值 的 代数 重 数 是 ”因此 , 当 ”之 2 时 f 不 可 相似 对 
角 化 . 
再 求 特征 值 1 相应 的 特征 子 空间 . 
从 齐 次 方程 组 (4 一 I) 外 ==0, 求 出 通 解 
XX=CC1,0,. ,0)7. 


线性 空间 RLz], 中 ,在 基 {1,x,…,zx”!}) 下 ,以 (1,0,…,0)T 为 坐标 
向 量 的 元 素 是 1, 所 以 所 求 特 征 子 空间 是 R[xzj, 中 由 多 项 式 1 生成 的 子 
空间 R 一 一 全 体 实数 . 

例 2 求解 矩阵 方程 外 一 5 车 十 67 一 O, 其 中 天 ECrx>， 

解 p(x) 二 x 一 5zx 十 6 二 (x 一 2)(x 一 3) 为 和 的 化 零 多 项 式 . 无 重 因 
式 ,又 最 小 多 项 式 mx(z) 整 除 p(x), 故 mx(z) 必 无 重 因 式 . 所 以 下 必 相 似 
于 对 角 阵 , 且 其 特征 值 X 必 满 足 X? 一 54 十 6 二 0. 即 其 特征 值 只 可 能 从 2 与 


2I, 0O 
3 中 取 ,所 以 xX 相似 于 | 3 | (orn 
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21 0O 
=P Pp !, 
OO 3 


其 中 ,P 为 任 一 n 阶 可 逆 阵 . 


例 3 已 知 
[la 1 0 0 0 
0 a 1 0 0 
Jo 一 |: : |: : (k 之 2)， 
0 0 0 a 1 
[lo 0 0 .2 0 aj 


试 证 :J 不 能 相似 于 对 角 阵 . 
证 明 1 .J 的 特征 多 项 式 为 0 一 a)*, 记 


O i 
Jo—al= 一 人， 
OO 0 


因为 NI 天 0, 玉 一 O, 故 沪 的 最 小 多 项 式 为 
(A—a)* 9 

而 实 2, 根 据 定理 3. 3. 4,.Jo 不 能 相似 于 对 角 阵 . 

证 毕 . 

注 : 例 3 还 可 以 有 下 面 两 种 证 法 . 

证 明 2 用 反 证 法 . 

因为 相似 的 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 若 j 相似 于 对 角 阵 , 则 该 对 
角 阵 的 对 角 元 必 全 为 a. 即 存在 可 道 阵 了 ,使 P1JoP 一 af, 便 得 

Jo=P(lal)P-!=al, 

与 J。 关 al 矛盾 , 故 J 不 能 相似 于 对 角 阵 . 

证 明 3 J 的 特征 值 4=a 是 &( 宇 2) 重 根 ,而 


3 给 阵 的 相似 标准 形 
dimV,=k—r(Jo—al)=k—(k—1)=1#k, 
根据 定理 3. 3. 3,Jo 不 能 相似 于 对 角 阵 . 
例 4 设 c=[ 4 为 xXn,B 为 ;Xs; 试 证 :C~ASA,B 均 可 


相似 于 对 角 阵 . 
证 明 ” 先 证 充分 性 . 
设 4,B 分 别 相似 于 对 角 阵 4 ,A;, 即 存在 可 谤 阵 P 与 P, 使 


Pi!1AP', 一 Al， P; 1BP: 一 人 >， 


ip i oO |=F ?| 
O P; 1BP, O 4， : 


即 C 相似 于 对 角 阵 diag (A1 ,A,). 
再 证 必要 性 . 
已 知 C~ 和 和 , 设 可 首 P= (P, Cm +) 使 


P-ICP 一 diag(l 1). (3. 3. 5) 


。 ¥ 
记 P= | | ,EC YEC(=1,2,.. ,ns) , 则 由 式 (3. 3. 5) 得 


A O 下 1 加 二 + Xx! | bp » 
| | — diag(Ahi ,A2 Art) 
OB YY 四 Yts 7 机 Yts 


即 
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AX, =A;X,; (i 二 1] ,2,.*,n 二 5)， (3. 3. 6) 
及 到 一 人 ;了 (一 1,2，……,7 十 5)， (3， 3. 7) 


由 于 P 了 可 遂 , 故 和 矩阵 (XX,… ,+;) 的 n 个 行 必 线 性 无 关 , 所 以 列 秩 也 
是 n, 即 存在 个 线性 无 关 的 维 列 向 量 刺 ;使 式 (3. 3. 6) 成 立 . 因此 ,A 可 
相似 于 对 角 阵 . 

同样 矩阵 (YYZ+,) 的 个 行 必 线性 无 关 , 所 以 存在 * 个 线性 无 关 
的 s 维 向 量 到 使 式 (3. 3.7) 成 立 . 因此 ,B 相似 于 对 角 阵 . 

证 毕 . 


3.4 Jordan 标准 形 


定义 3.4.1 设 


OO 
人 

fy 
© 
OO 


Jo=|: : : ; : 〈& 之 1)， 
0 0 0 a 1 
0 0 0 0 ajixg 
称 Jo 为 Jordan 块 , 称 4a 二 0 的 Jordan 块 为 Jordan 宕 零 块 , 称 由 Jordan 块 
J,…,J, 组 成 的 准 对 角 阵 


J 一 diag(J dz 0 


为 Jordan 形 和 矩阵 . 

注意 :” 阶 对 角 阵 是 ”个 一 阶 Jordan 块 组 成 的 Jordan 形 和 矩阵 . 

下 面 我 们 来 找 线 性 空间 Y 上 线性 变换 f 的 矩阵 之 “最 简 ” 形 式 . 基本 
思路 是 将 n 维 线性 空间 V 分 解 为 了 的 一 些 不 变 子 空间 的 直 和 ,然后 分 别 
在 每 个 维 数 较 低 的 子 空间 上 研究 f 的 矩阵 . 

引 理 ” 设 了 为 线性 空间 V 的 线性 变换 ,车 存在 互 素 多 项 式 p(x) 与 


3 上 矩阵 的 相似 标准 形 


q(x), 使 p(f)q( 几 ==0, 则 V=WOS, 其 中 
W=K[p(f)], S$S=KLg(f)], 
且 W 与 S 都 是 了 的 不 变 子 空间 . 
证 明 ”由 多 项 式 理论 (参看 一 般 《 高 等 代数 ) 教 材 ) 知 ,p(7r) 与 q(x) 互 
素 时 存在 多 项 式 h(x) 与 p(z) 使 
h(x) pz) + gz) =1, 
因此 
hp +o Pq f=L, (3.4.1) 
于 是 YaEW 门 S, 有 
hp Datoy(f) al( fa=ea. 《3. 4. 2) 
由 于 gEW, 故 pC(f)e 一 0; 又 a€ES, 故 ql(f)a 一 0. 由 式 (3.4.2) 可 见 w 


根据 式 (3. 4.1), YaEV, 有 


a=h(f)p(f at of) alfa, (3. 4. 3) 
而 
hCPPA=p PR ON, 
于 是 
qCPRhPp N=a A pADPR =O, 


所 以 式 (3.4.3) 中 及 有)p(f)g€ES. 同 理 式 (3. 4.3) 中 pg(f)q(f)aEW. 
因此 
V=W+S=WOS. 
由 于 pC 有 f 二 fp( 有 ), 所 以 W 中 向 量 & ,其 象 f(a) 仍 在 K[p(7)] 中 . 
对 S 也 同样 , 故 它们 都 是 f 的 不 变 子 空间 . 
证 毕 . 
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定义 3.4.2 设 f€EHom(V,V),f 的 特征 多 项 式 
CQ)= 于 9 一 X22)%， 其 中 儿 ,…, 和 , 互 异 ， 
i 一 1 


称 V; 二 {€1(f 一 X14 一 0,EEV}) 为 f 的 根子 室 间 (关于 特征 值 4;). 
事实 上 V; 就 是 线性 变换 (f 一 4,1)“ 的 核 ,不 难 证 明 它 是 f 的 不 变 子 的 
空间 . 
定理 3. 4. 1( 分 解 定理 1) 若 f,C(Q),V; 同 定义 3.4.2, 则 
V=V,DV:O:…ODV,. 


反复 应 用 引 理 (> 一 1) 次 即 可 得 到 该 定理 的 证 明 ,此 处 不 再 细 述 . 

推论 dimVi 一 c(i 二 1,2,…,7) ,其 中 Vi,ci 同 定义 3. 4. 2. 

证 明 ”首先 从 V; 的 定义 可 见 VDV, ,上 且 V 为 了 不 变 子 空间 . 根据 分 
解 定理 1, 取 VV,…,V, 的 基 之 并 为 V 的 基 , 记 [fiv]==B;, 于 是 在 该 基 下 
了 的 矩阵 


[fj]=diag(B ,B, 一 人， 


了 的 特征 多 项 式 
CQ)= 了 aa 一 is 一 detOQT 一 4) 
i=1 
= [| detQr, —B,), (3. 4. 4) 
i=1 


其 中 为 B; 的 阶 数 ,也 妈 Vi; 的 维 数 . 

因为 满足 Fo) 一 Na 之 a 在 Vi CV; 中 ,所 以 1 是 太 jv 也 是 矩阵 B; 的 
特征 值 ; 又 当 7 和 时 ,使 /(p)==NB 之 BEVi CCV;, 而 ViNV; 一 (0), 所 以 
罗 必 不 是 flv, 也 就 不 是 B; 的 特征 值 . 故 因 式 4 一 A 必 出 现在 det (a1 一 B.) 
中 A 一 罗 必 不 出 现在 detQI 一 B;) 中 ,1<i 关 j<<r. 

于 是 根据 式 (3. 4. 4) 得 


det(QAI—B;)=A—A)®: (i=1,2,,7), 


3 矩阵 的 相似 标准 形 


dimyw ,一 ci。 


证 毕 . 

记 有 一 四 vv 一 人 了 由 了 V 的 定义 可 见 g ;为 上 寡 零 变换 . 现在 来 研究 
寡 零 变换 的 矩阵 之 “最 简 ” 形 式 . 

定义 3.4.3 设 g 为 线性 空间 W 的 线性 变换 ,k 为 正 整 数 ,EE 砚 , 若 
W 的 子 空 间 span{€,g(€),…,g* 1(E))} 为 5 的 不 变 子 空 间 , 则 称 它 是 g 
的 循环 不 变 子 空间 , 
定理 3.4.2 设 g 为 W 的 宕 零 变 换 , 则 W 的 子 空间 Wo 二 span{&， 
8(6),…,g 1!'(6)) 为 g 的 不 变 子 空间 之 充分 必要 条 件 是 g*(€) 二 0. 

证 明 充分 性 显然 , 现 证 必要 性 . 

若 g* (6) 关 0, 由 于 g 是 寡 零 变换 , 必 存 在 正 整数 思 使 gm" 一 0, 自 然 
8”(€) 一 0. 因此 ,必然 存在 正 整数 1 十 1 委 ! 委 mp) ,使 F771(&) 关 0, PCE) 
二 0. 于 是 由 习题 3 的 第 14 题 知 E, g(E)，…，8 (6E) 线 性 无 关 , 故 E， 
EC) 8 (5) 必 线性 无 关 ,又 它们 均 属 于 Wo。 与 dimW。o<<& 矛盾 . 

证 毕 . 

定理 3. 4. 3( 分 解 定理 2) 设 g 为 m 维 线性 空间 W 的 罕 零 线性 变 
换 , 则 全 可 分 解 为 g 的 循环 不 变 子 空间 的 直 和 |. 

证 明 对 W 的 维 数 m 作 归 纳 . 

当 m 二 1 时 g 二 0, 设 为 W 的 基 ,W=span{&) ,而 g(CE) 一 0, 则 由 定 
理 3. 4. 2 知 W 本 身 就 是 g 的 循环 不 变 子 空间 , 故 命题 正确 . 

设 命题 对 维 数 委 mm 一 1 的 情况 成 立 , 今 考虑 mm 维 的 情况 . 

由 于 寡 零 变换 g 的 特征 值 为 0, 故 dimK(g)==t 汪 1, 于 是 dimR(g) 最 
多 是 m 一 1,R(g) 又 是 g 的 不 变 子 空间 ,因此 g 可 看 作 是 线性 空间 RC(g) 
的 线性 变换 , 自然 也 是 寡 零 变换 , 由 归纳 法 假设 ,RCg) 可 分 解 为 g 的 循环 
不 变 子 空间 的 直 和 , 设 为 
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R(g)=W DW.D…DW,, (3. 4. 5) 
其 中 W; 的 基 为 
(g(E) ,gt (&,)} (i=1,2,.…,s). (3. 4. 6) 


由 定理 3.4.2 知 g*(&;) 属 于 K(g). 又 Wi 十 W; 十 … 十 W, 是 直 和 ,所 
以 8 (61),g2(&2),…,g“(&,) 线 性 无 关 . 将 它们 扩充 为 K(g) 的 基 , 设 为 


BE (€1) ,ge (€,) ,+1 (3. 4.7) 
利用 式 (3. 4. 5) , (3. 4. 6) 与 (3. 4. 7) 不 难 证 明 下 列 m 个 向 量 


6 8(EI) 8 (El ) CE， ,gE,) 8 (&,) s+19""" ,I 
(3. 4. 8) 


线性 无 关 . 于 是 式 (3. 4. 8) 是 W 的 一 组 基 , 且 W 可 分 解 为 上 个 & 的 循环 不 
变 子 空间 的 直 和 (将 span{…} 简 记 为 工 …])，* 即 


W=L[n+1 1®D…ODLLm DLLE 和 85 (€1)] 
DDLLE, ,8g (€.)]. 

证 毕 . 

不 难看 出 ,把 式 (3. 4. 8) 确 定 的 基 的 次 序 倒 一 下 , 则 g 在 该 基 下 的 所 
阵 是 由 上 个 Jordan 寡 零 块 组 成 的 准 对 角 阵 ,于 是 有 下 面 的 推论 . 

推论 设 g 为 m 维 线 空间 WW 的 宏 零 线性 变换 , 则 g 的 矩阵 必 可 相 
似 于 diagCNi ,Ni,…,NN,) ,其 中 NN; 均 为 Jordam 寡 零 块 ,z 是 g 的 核 之 维 
数 ;W 上 线性 变换 f= 二 gg 十 of 的 矩阵 必 相 似 于 主 对 角 元 为 he。 的 Jordam 
形 矩 阵 , 其 块 数 本 dimV ,其 中 W 为 了 的 特征 子 空间 . 

根据 分 解 定理 3. 4. 1 及 分 解 定 理 2 的 推论 ,立即 可 得 下 面 的 定理 . 

定理 3. 4. 4(Jordan 标准 形 存在 性 定理 ) 设 f 是 复数 域 上 n 维 线性 
空间 V 的 线性 变换 , 则 Y 中 必 存 在 一 组 基 , 使 了 的 矩阵 为 Jordan 形 
和 矩阵. 

利用 线性 变换 与 矩阵 的 对 应 关系 , 便 得 以 下 推论 . 


3 矩阵 的 相似 标准 形 


推论 设 A4EC”", 则 必 存 在 可 道 阵 PEC™" 使 
PiAP=J, 
其 中 J 为 Jordan 形 和 矩阵 ( 称 J 为 A 的 Jordan 标准 形 ). 
定理 3. 4. $(Jordan 标准 形 唯一 性 定理 ) 设 和 为 4 阶 方 阵 和 A 的 特 


征 值 , 则 对 任 一 正 整 数 &,4 的 Jordan 标准 形 中 主 对 角 元 为 ho 且 阶 数 为 & 
的 Jordan 块 的 块 数 等 于 


r(B*1) 一 2r(B*) 十 r(B*t1)， 其 中 B=A 一 I， (3.4.9) 


因此 ,4 的 Jordan 标准 形 (不 计 块 的 次 序 ) 是 唯一 的 , 
证 明 设 P 'AP 一 J ,J 为 Jordan 形 和 矩阵 . 则 对 一 切 自 然 数 m 之 0, 有 


Pi(A—A0D"P=(J—AiD™, 
所 以 
r(A—AD”=r(J—A0 DY”. (3. 4. 10) 


设 J 一 diag(J ,J ，"** 9),) ,其 中 J 为 主 对 角 元 是 ;的 Jordan 块 . 记 
M=J—X\I= diag(B! , B,， ",B,) ,其 中 B; 为 主 对 角 元 是 4; 一 4 的 上 三 
角 阵 . 

当 和 ;天 Mo ,由 于 detB, 天 0, 于 是 

r(B! 1)—r(B)=0. 
当 Xi 二 0, 则 了 3 为 Jordan 寡 零 块 ,于 是 有 
0， 当 B; 的 阶 数 <<&; 
1， 当 乳 的 阶 数 之 &. 
而 准 对 角 阵 的 秩 等 于 各 块 秩 之 和 ,因此 
rr ) 一 rCOME) 一 了 中 主 对 角 元 为 1 且 阶 数 之 k 的 Jordan 块 数 ， 
同 理 


r(B 和 1) 一 (下 ) -| 
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rCMF) 一 rCMT+1) 二 J 中 主 对 角 元 为 Xo 且 阶 数 实 & 十 1 的 Jordan 块 数 . 


两 式 相 减 ,再 注意 到 式 (3. 4. 10) , 即 得 所 证 . 
证 毕 . 
由 和 矩阵 Jordan 标准 形 的 存在 性 和 唯一 性 不 难得 到 下 面 的 定理 . 
定理 3. 4.6 和 抢 阵 4,BE C”" 是 相似 的 当 且 仅 当 4 ,中 有 相同 的 Jor- 
dan 标准 形 . 
a 0 2 
例 1 已 知 4==|10 4a EE 
0 0 
解 det(OT 一 4) 一 (一 a)3. 
设 & 一 1, 由 于 (4 一 af 一 0,r(4 一 af) 一 1, 则 根据 定理 3. 4. 5, 一 阶 
的 块 数 二 3 一 2，。1 十 0==1. 因为 n= 二 3, 自然 二 阶 的 也 是 1 块 . 所 以 


a 0 0 
4 一 JJ 一 |I0 a 1|. 
0 0 a 


注 :由 于 4 一 af 的 秩 二 J 一 al 的 秩 , 故 对 前 面 例 1, 直接 由 A 一 al 的 
秩 二 1 即 可 求 出 J 一般 对 于 重 数 不 超 过 3 的 特征 值 le ,总 能 直接 根据 4 
一 Xof 的 秩 来 确定 A。 对 应 的 Jordan 块 . 例如 4 的 特征 多 项 式 为 (4 一 a) (4 
一 6)?,a 关 656, 则 和 的 Jordan 标准 形 总 是 如 式 (3. 4. 11) 所 示 , 其 中 zx,y,z 
的 值 或 为 1 或 为 0, 它们 的 值 可 分 别 由 A 一 al 与 4 一 8 的 秩 来 确定 ( 见 表 
1 和 表 2). 


9 
© © 
© © So 


(3. 4. 11) 


和 
局 OO oO oO BN 
OO OO © 8N 
OO 从 
OO TT OO OO oOo 
~ NN 


3 抵 阵 的 相似 标准 形 


表 1 表 2 


r(A—al) y r(A— ol) 


例 2 求 例 1 中 变换 矩阵 P, 使 P 4P 一 上 
解 设 了 一 (XXX ,站 ;), 由 AP 二 PJ 得 


AX! ~aXi,， AX, 二 aX,,， AX; 一 QX 十 成 (3. 4. 12) 


上 式 说 明 天 , 系 是 (4 一 aJ)X=0 的 解 ,入 是 (4 一 aJDY 二 XX 的 解 . 
由 (4 一 af) 闵 ==0 解 得 


1 0 
闫 二 cl 0 十 cs 11. (3. 4. 13) 
0 0 


为 使 (4 一 a1DY 二 和 X 有 解 ,XX 需 从 式 (3. 4. 13) 中 适当 选取 cl ,cz 得 到 . 


1 0 Cl 
设 和 处 王 cl|101 十 cj 1 三 |c | ,于 是 
0 0 0 
0 2 ci 
(A—al,X)—=|0 0 3 cr|， 
0 0 0 0 


故 可 取 ca 一 2,c 王 3. 于 是 和 忆 一 (2,3,0)T, 从 (4 一 a1)Y 一 和 解 得 古 ; 一 (0， 
0,1)7, 


XX 只 需 从 式 (3. 4. 13) 取 一 个 与 ,线性 无 关 的 即 可 ,不妨 取 


天 :一 (1,0,0)T， “ 
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所 以 求 得 
1 2 0 
P=|0 3 0|， 
0 0 1 
使 
a 0 0 
P-I4P 一 |0 a 1|. 
0 0 
注 :P 不 唯一 . 
1 一 2 一 2 ， 
例 3 已 知 4 一 |1 0 一 3|, 求 P, 使 已 14P 一 J. 
] 1 一 


解 经 计算 得 
[MT 一 4 一 (十 ac)3 ， 
一 2 ”一 
了 十 4 一 |1 1 一 3 


秩 为 2, 故 


设 PP 一 (XXX ) ,由 4P 一 PJ ,得 


(4 十 万 局 一 0， (A+DXs=X, (A+DX:—=X. (3.4. 14) 


(4 十 DX 一 0 的 通 解 为 和 =c(2,1,1)7. 取 XY 二 (2,1,1)7; 从 非 齐 次 方 
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从 (ADY 一 XK 中 取 一 解 作为 XX, 可 取 X 二 (十 ,一 士 ,0) .于 是 ,所 求 


1 

2 1 4 
P 一 _ 工 
1 0 4 

1 0 0 


注 :下 面 以 例 3 为 例 , 介 绍 另 一 种 求 变换 抢 阵 的 方法 . 记 A 十 I 一 B, 从 
式 (3. 4. 14) 可 见 


X! =BX, =B:X, 9 关 ， BX; 9 BiX, = BX 一 0. 


由 于 形 夸 :和 关 0,B3X3: 一 0, 故 BX ,BX ,X 必 线 性 无 关 , 因 此 ,满足 式 
(3. 4. 14) 的 非 零 向 量 XX ,XX; ,六 ， 必 线 性 无 关 . 
另外 , 式 (3. 4. 14) 等 价 于 


发 1 = B:X;, XX, 二 BX,， BX,=0, (3. 4. 15) 


又 户 一 0, 所 以 只 要 先 找 出 使 BX 了 关 0 之 XX, 然后 按 式 (3. 4. 15) 通 过 和 矩阵 
乘法 逐个 求 出 X ,X 即 可 求 得 P. 下 面 来 找 P. 


由 于 
0 一 8 8 
-eco 一 4 中 
1 一 4 


取 关 ,二 (0,1,0)7, 于 是 


X,=BX,=(—2,1,1)’, 
XX 一 有 2X 一 (一 8 ,一 4 一 4) 工 ， 


即 得 所 求 
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001 —1 0 
40 3 一 2 —l 

例 4 已 知 4==|2 1 1 一 1 一 1|, 求 Jordan 标 准 形 及 变换 矩阵 . 
3 1 3 —3 一 ! 
8 2 7 一 5 一 3 

解 ” 先 求 出 特征 多 项 式 detQI 一 A 和) 二 0 十 1)5. 


又 经 计算 知 4 十 了 的 秩 为 3, 以 及 

0 0 
4 十 D? 一 ， 
CTD= 0 


其 中 


故 (4 十 D? 的 秩 为 1. 
根据 定理 3. 4. 5,J 中 阶 数 为 1 的 Jordan 块 数 =5 一 2 . 3 十 1 一 0, 又 A 


.十 了 的 秩 为 3, 所 以 4 的 Jordan 标准 形 必 是 二 阶 与 三 阶 各 1 块 . 即 


一 1 1 


下 面 求 P, 使 P14P=J. 设 P(X ,XXX ) ,由 4P 一 P7 太 得 


3 睡 阵 的 相似 标准 形 


(A++DXI 一 0， (AA 十 DXX; 一 下 1 ， (4 十 大 一 0， 
(A DX 一 已 3 9 (A+DX; 二 站 ,. 


”可见 与 XX 是 齐 次 方程 组 (4 十 DDX==0 的 两 个 线性 无 关 的 解 ,不 难 
求 得 (4 十 DX 一 0 的 通 解 为 


下 一 (0，cs 一 Clyclycl ycCz ) 工 。 (3, 4. 16) 


由 A 和 及 式 (3.4.16) 经 计算 可 知 ,不 论 c1 ,cs 如 何 ,矩阵 A 十 I 与 (4 十 
I, 六) 的 秩 都 相等 ,于 是 不 论 式 (3. 4. 16) 中 c 与 co 如 何 取 , (4 十 DY 二 XX 
总 有 解 . 

又 由 (4 十 DX 一 下 及 (A 十 DX 二 Xs 可 得 (4 和 十 站 ?Xs 一 ,为 使 (4 
十 站 一 和 有 解 , 从 (4 十 D? 的 表达 式 及 确定 和 X 的 式 (3. 4. 16) 可 见 必 
须 c==cs. 即 % 要 取 如 下 形式 :(0,0,cycyc)T( 其 中 c 天 0). 由 于 当 c 关 0 时 
矩阵 (B,cX) 的 秩 与 c 无 关 , 为 方便 起 见 取 c= 二 1, 即 多 二 (0,0,1,1,1)T. 

在 (4 十 DY 一 Xs 的 解 中 取 一 个 作为 XX ,又 此 XX 必须 保证 (A 十 DY 
二 和 有 解 ,得 和 ,一 (一 1,1,1,0,0)T. 类似 ,由 (4 十 DY 一 XX 得 和 二 (1,1， 
—1,1,—1)", 

再 回 过 头 从 式 (3. 4. 16) 求 筷 ， 只 需 保证 万 与 XX 线性 无 关 , 不 妨 令 
ci 一 0,cz 一 1, 得 忆 一 (0,1,0,0,1)7. 

由 (4 十 DY 一 入 得 下 =(1,0, 一 1,0,0)7 ,所 以 


0 1 0 一 1 

1 0 0 1 1 
P=I0 一 1 1 1 —1|. 

0 0 1 0 1 

1 0 1 0 一 ! 


下 面 用 第 二 种 方法 求 变换 矩阵 . 
设 P= (X' , 关 ， 下 3 ,已 4 ;站 ) , 记 了 一 4 十 了 由 AP= PJ 可 知 六 .0 是 
K(B) 的 一 组 基 .4 ». 0 天 3 天 4 是 天 (8B2 ) 的 一 组 基 ， 而 XX] .0 ， 大 3 ， 大 4 ， 在 5 
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是 C 的 一 组 基 . 

先 找 出 久 (B) 的 一 组 基 : 呈 一 (0, 一 1,1,1,0)7T, 史 一 (0,0,1,1,1)7; 
再 求 出 并 (了 B2) 的 一 组 基 :18 ,Ya ,Ys 二 《0,1,0,0,0)7,YY 二 (1,0,0,1,0)7; 
扩充 为 Cs 的 一 组 基 :Yi ,YY ,Ys ,Yi ,8 一 (0,0,0,1,0)T， 

因 有 一 0, 故 BY; 必 属于 KCB?), 且 B?Ys 必 不 为 0. 今 取 


Xs =Ys=(0,0,0,1,0)7, 
于 是 
X=BX;=(—1,—2,—1,—2,—5)7, 
Xs—BXs—(0,0,1,1,1)7. 
再 在 K(B?) 中 取 XX ,使 Yi ,Yi ,XX ,XX 线性 无 关 , 不 妨 取 


,= (0,1,0,0,0,)T, 


于 是 
关 ] =BX,;=(0,1,1,1,2)7. 
所 以 

0 0 0 —1 0] 
1 1 0 一 2 0 

了 一 | 上 1] 0 1 一 1 0|. 
1 0 1 一 2 1 
2 0 1 一 5 0 


请 读者 想 一 想 : 按 此 法 求 出 的 1 ,入 ,六 ,站 ,六 ; 为 何必 线性 无 关 ? 


3 撼 阵 的 相似 标准 形 


3.5 特征 值 的 分 布 


当 和 矩阵 的 阶 数 较 高 时 ,直接 从 特征 方程 求 特征 值 是 很 困难 的 . 而 有 些 
问题 只 需要 估计 特征 值 的 范围 ,是 否 可 以 直接 从 和 来 估计 4(4) 的 范围 ? 
本 节 给 出 有 关 这 方面 最 基本 、 最 简单 的 结果 . 

定理 3. $. 革 ( 圆 盘 定理 1) 设 4=(a)EC”" ,在 复 平 面 上 作 ”个 加 
〈 称 为 盖 尔 圆 , 由 Gerschgorin 首先 引进 ) 


Ci:12Z 一 az| 委 Ri， 其 中 R; 一 2) | az | (i = 1,2,.",n), 
j=1 


ji 


(3. 5. 1) 
则 A 的 特征 值 集 XC4)CUC=G( 称 G 为 4 的 盖 尔 贺 系 ). 
证 明 设 A46X(4), 则 存在 壬 ==(xi ,zxs,…,zx,)T 关 0, 使 
/ 
AX=AX,， 
即 
Dasr; = hr: (i = 1,2,.,n). (3. 5. 2) 
j=1 


设 |zi| —maxt |zi|). 由 于 六 关 0, 故 |zi| 守 0. 取 式 (3. 5.2) 中 第 有 式 ， 
于 是 有 


| 4 一 au || xz; |= | Pasz;|< > las || zx |= Ri: | x |， 
学 训 
即 |4 一 on |<<R, 故 XECi, 所 以 XE UC 
证 毕 . 


注意 :定理 3. 5. 1 并 不 意味 着 每 个 C; 上 都 有 特征 值 ,而 是 说 在 盖 尔 
圆 系 G 外 必 没 有 4 的 特征 值 . 
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定义 3.5.1 称 4 的 特征 值 的 最 大 模 为 4 的 谱 半径 , 记 为 po(4). 

由 定理 3. 5. 1 中 式 (3. 5. 1) 可见 ,4 的 盖 尔 圆 C; 上 的 点 与 原点 最 大 
距离 等 于 > 1a; 1, 记 p = max {> a5 |}, 故 p(4) 之 pr. 

又 因为 47 的 特征 值 集 与 4 的 特征 值 集 相同 , 记 


oz 一 max{ 2) | az |)}, 
J 一 1 
则 o(4)= 王 po(47) 委 cz. 于 是 可 得 下 面 的 推论 . 


推论 设 A= (az ) nxn, 则 2(4) 委 min{te 702 }. 


例 ! 已 知 4=[ ,| 


4 的 盖 尔 圆 系 为 
Ci:12Z 一 1| 委 1， C: :12 一 3| 委 10， 
且 m 一 13,m 一 11, 则 根据 推论 有 
o(4) 和 11. 
事实 上 ,4 的 特征 多 项 式 为 *? 一 私 十 13, 特 征 值 为 
A 二 2 士 31， 
可 见 4 的 盖 尔 圆 C, 上 没有 4 的 特征 值 ,两 个 特征 值 全 在 C; 内 . 


10 0.2 一 1 
0.1 9 1.4|. 
0.2 0.1 5 


例 2 已 知 4= 


4 的 盖 尔 圆 系 为 
Ci :|Z 一 10| 委 1. 2， Cz :|2Z 一 9| 委 1.5， C3 :12 一 5| 委 0. 3， 


县 A 一 11. 2,oz 一 10. 3 , 故 0(4) 委 10. 3 


3 托 阵 的 相似 标准 形 


注意 到 C; 是 一 个 与 Ci ,Cz 无 公共 点 的 圆 , 若 我 们 能 肯定 Cs 上 必 有 
也 只 有 A 的 一 个 特征 值 4; ,那么 由 于 Cs 的 圆心 在 实 轴 ,又 4 的 特征 多 项 
式 是 实 系数 的 , 则 可 推出 这 个 特征 值 必 是 实数 . 又 因为 |% 一 5| 志 0. 3, 所 
以 可 以 估计 出 

4. 7 委 1: 魏 5. 3. 


上 述 假定 是 否 成 立 ? 

定义 3.5.2 A 的 盖 尔 圆 系 G 中 , 记 由 上 个 圆 组 成 的 连通 域 为 Gi ,又 
G 与 G 中 其 它 圆 无 公共 点 , 则 称 Gi 为 k 区 . 

例如 , 例 1 中 Ci 与 Cz 组 成 2 区 ; 例 2 中 Ci 与 Cz 组 成 2 区 ,C3 为 1 


区 . 又 如 
a 1 0 
~ a | 
1] 0 &a 


A 的 三 个 盖 尔 圆 重合 ,它们 组 成 3 区 . 

圆 盘 定理 2 将 给 出 特征 值 分 布 更 进一步 的 信息 . 

定理 3. $. 2( 圆 盘 定 理 2) 设 G 是 矩阵 4 的 盖 尔 圆 系 之 & 区 , 则 Gi 
中 有 且 只 有 A 的 个 特征 值 (x 重 根 算 r 个 ). 

证 明 设 A=(a;),xs;, 记 


人 一 diag(ali 9 22 10) B=A—A. 


作 
Qll talzs ”tan 
tas]l 22 “tazn 
A(W—A+B=| ”| (<, 
nl lan2 六 市 Gm 


显然 A(0)= 一 A,A(1)==A. 
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根据 复 变 函数 的 理论 可 知 A(z) 的 特征 值 X;(2) (i 二 1,2,…,nn) 是 t 的 
连续 函数 . 因此 , 当 上 从 0 连续 变 到 1 时 ,4;(z) 在 复 平面 上 画 出 一 条 连续 
曲线 4, 它 的 起 点 4:(0) 是 和 的 特征 值 ,不 妨 设 是 a; ,终点 X:(1) 是 4 的 特 
征 值 . 


A(4) 的 盖 尔 圆 系 GC) 二 UCC7) ,其 中 CD) 为 
|Z—ai |<tR;,, 


由 于 1 和 1, 故 C;()CC;, 因 此 GG)CG. 

而 4 上 的 点 是 0<t<1 时 At) 的 特征 值 ,由 圆 盘 定 理 1 它 必 属 于 某 
个 GC) ,又 每 个 GCD) 都 包含 于 G 中 ,所 以 卢 包 含 于 G 中 . 而 连接 G 的 两 
个 不 同上 区 上 的 点 时 必 经 过 G 外 的 点 ,因此 /; 要 么 完全 在 G4, 要 么 完全 
在 G; 外 . 

而 Gs 上 有 条 曲线 i 的 起 点 ,所 以 也 必 有 且 只 有 上 个 终点 . 这 些 终 
点 正 是 4 的 特征 值 ,因此 在 Gy 中 有 且 只 有 A 的 & 个 特征 值 . 

证 毕 . 

例如 ,对 例 2 的 A7 作 盖 尔 圆 ,得 

12—101<0.3， 12 一 9| 入 0.3， 12 一 5|<2.4， 


这 三 个 圆 全 为 1 区 ,所 以 每 个 圆 上 一 个 特征 值 . 由 于 非 实 根 必 以 一 对 共 思 
复 根 出 现 , 这 些 盖 尔 圆 又 对 称 于 实 轴 , 故 三 个 根 全 为 实 根 . 且 可 估计 出 
9.7<M 委 10.3， 8.7 委 1 委 9.3， 4.7 坟 0 委 5. 3. 
注 ,hs 的 估计 是 根据 4 的 盖 尔 圆 C; 作出 的 . 
利用 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 ,可 以 改进 定理 3. 5. 1 推论 中 谱 
半径 的 估计 式 . 
记 D= diag(di da dh) ,其 中 每 个 ;0, 则 


D- 14D= [| 


9 
nxXn 


3 矩阵 的 相似 标准 形 


式 中 ,D-14D 的 对 角 元 与 4 相同 ,适当 选取 di ,… ,qd ,有 可 能 得 到 比较 好 


的 估计 . 
10 0.1 1 
例 3 已 知 4==|10.1] 9 | 
1 0.1 3 
A 的 盖 尔 圆 系 为 


C1:12—10| 志 1. 1， C; :12Z—91| 志 0.2， Cs :12Z 一 3| 委 1.1， 


根据 定理 3. 5.2 知 ,在 1 区 Cs 中 有 一 个 特征 值 , 另 两 个 在 Ci 与 Cz 构成 
的 2 区 中 ;另外 ,由 定理 3. 5. 1 推论 可 得 po(4) 委 11. 1. 
若 取 D=diag(1,1,0. 2) , 则 


10 0.1 0.2 
D 'AD= b 1 9 0. = =B. 
‘ 5 0.5 3 
B 的 盖 尔 圆 系 为 
全 为 1 区 ,所 以 4 的 特征 值 
9. 7 向 和 10.3， 8. 88 委 2 委 9. 12. 
根据 BT 的 1 区 Cs, 得 


2. 78 和 过 1: 委 3. 22， 


pA)=0(B)S10. 3. 


以 上 结果 比 直接 由 4 来 估计 要 精确 些 . 
例 4 试 证 :第 0 章 第 0.3 节 中 例 4 之 矩阵 B 的 谱 半 径 小 于 1. 
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/2 0 1/4 0 

|o ol8 0 
证 明 已 知 B= 1/4 1 1/4 1/4| 

0 0 1/4 1/2 


若 直 接 由 B 来 估计 , 则 按 BT 所 作 盖 尔 圆 系 为 


|[z- 去 <，1zl<1 
1|_5 1|_1 
|z- 寺 <，|z- 寺 |<+， 


只 能 得 出 o(B) 委 1. 
现 取 D=diag(l ,1 ,2,1) ,于 是 


1/2 0 1/2 0 


oD BD)<1. 


但 由 于 盖 尔 贺 系 上 与 原点 距离 最 大 的 点 是 Z=1, 而 4==1 不 满足 


De 
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p(B)=p(D 1BD)<1. 
证 毕 . 
下 面 利用 圆 盘 定 理 来 讨论 几 个 特例 . 
首先 直接 由 圆 盘 定理 2 可 得 两 个 推论 . 
推论 1 若 和 矩阵 4 的 盖 尔 圆 都 是 1 区 , 则 4 可 相似 于 对 角 阵 . 
推论 2 若 实 和 矩阵 4 的 盖 尔 圆 都 是 1 区 , 则 4 可 相似 于 实 对 角 阵 . 
定义 3. 5.3 若 方 阵 4 一 (ai )wx* 的 元 素 满足 


| az [> > la| GG=1,2.%,n), 
ji 

则 称 4 为 行 对 角 占 优 矩 阵 ; 若 A7 为 行 对 角 占 优 抑 阵 , 则 称 4 为 列 对 角 占 
优 和 矩阵 . 统称 为 对 角 占 优 矩阵 . 

推论 3 若 4 是 对 角 占 优 矩 阵 , 则 det4 天 0, 于 是 4 可 闭 , 且 po(4)< 到 
max{2|as1) ;车 4 的 主 对 角 元 都 是 正 实数 且 是 对 角 占 优 矩 阵 , 则 4 的 特 
征 值 全 在 右 半 平 面 . 

证 明 由 于 4) 一 M(47I), 故 只 须 对 行 对 角 占 优 和 矩阵 证 明 即 可 . 

因为 A 的 盖 尔 圆 半径 R; 一 > ja | 过 | as |, 圆心 为 4;; 所 以 Ci 不 

Ii 

含 原点 (i 二 1,2,…,n). 因此 4 的 特征 值 全 不 为 0. 又 det4 等 于 特征 值 之 
积 , 故 det4h 天 0. 且 由 定理 3. 5. 1 的 推论 即 可 得 0(A)<max{2|as|). 

若 和 的 主 对 角 元 又 都 是 正 数 , 即 每 个 盖 尔 圆 C; 的 圆心 在 正 半 实 轴 ， 
则 C; 必 在 右 半 平面 ,所 以 AC(4) 在 右 半 平 面 . 

证 毕 . 

定义 3.5.4 若 nn 阶 方 阵 A4 二 Cai) 的 每 个 元 素 非 负 , 且 


2 一 1 (=1,2,,n), 
了 一 1 


则 称 4 为 Markov 矩阵 . 
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推论 4 若 4=(ai )wxayas 宇 0Ci,j 二 1,2,…,n), 则 A 和 为 Markov 阵 
的 充分 必要 条 件 为 1 是 4 的 最 大 模特 征 值 , 旦 n 维 向 量 e 二 (1,1,…,1) 
是 相应 的 特征 向 量 . 

证 明 ”充分 性 直接 由 4e 王 e 得 到 . 下面 证 必要 性 . 


首先 ， Ep = 1(i= 1,2,.,n) 时 ， 显然 有 4e 一 e, 故 A 三 1 是 A 
的 一 个 特征 值 ,e 为 相应 的 特征 向 量 . 


其 次 ,由 定理 3.5. 1 的 推论 知 4 的 谱 半径 p(4) < max{ 2 | a; |) = 


1. 又 已 证 1 = 1 是 特征 值 ,所 以 p(4) = 1. 且 1 是 模 最 大 的 特征 值 . 
证 毕 . 


习题 3 


1. 设 4EC”" ,及 EC, 试 证 ， 

(1) trAB=trBA; 

(2) tr(AB)*:=tr(BA)’ ,其 中 & 为 任 一 正 整数 . 

2. 设 4EC”" ,存在 正 整数 & 使 全 一 O( 称 4 为 寡 零 阵 ). 试 证 : 
(1) det4 一 0; 

(2) tr4 一 0; 

(3) det(I+A)=1; 

(4) 若 A 隐 0, 则 和 不 能 相似 于 对 角 阵 . 

3. 设 AEC”™", 目 det4 天 0, 又 wp 为 已 知 的 = 维 列 向 量 , 求 方程 


f=det(A—ap')=0 


的 根 . 
4. 设 V 为 n 维 内 积 空 间 ,w 为 V 中 单位 向 量 , 作 线性 变换 


f(€6)=é—2(€,0)@m (VEEV), 


3 甜 阵 的 相似 标准 形 


求 f 的 特征 多 项 式 、 特 征 值 及 相应 的 特征 子 空间 . 
5. 设 


求 41% 一 34”5. 

6. 试 证 :相似 的 矩阵 必 有 相同 的 最 小 多 项 式 . 

7. 求解 矩阵 方程 习 一 入 一 201 二 O, 其 中 入 E CX". 

8. 设 f,g 为 线性 空间 V 上 线性 变换 , 且 fg 二 gf, 试 证 :f 的 特征 值 
子 空间 是 g 的 不 变 子 空间 . 

9. 设 A 与 B 分 别 为 与 1 阶 方 阵 ,C(4) 为 4 的 特征 多 项 式 , 试 证 ; 
C(B) 可 逆 c4 与 B 无 公共 特征 值 . 

10. 设 A4 与 B 分 别 为 与 1 阶 方 阵 , 试 证 :4 与 B 无 公共 特征 值 包 和 矩 
阵 方程 AX 一 XB 只 有 零 解 . 

11. 设 和 4 与 B 分别 为 与 t 阶 方 阵 ,D 是 秩 为 r 的 s Xi 阵 , 且 AD 二 
DB, 试 证 :4 与 B 至 少 有 7 个 (& 重 根 计 & 个 ) 公 共 特 征 值 . 

12. 试 证 : 西 矩 阵 之 特征 值 的 模 必 等 于 1. 

13. 设 A4 二 (as )wx* 为 上 三 角 阵 且 主 对 角 元 全 等 于 &, 试 证 :4 相似 于 
对 角 阵 的 充 要 条 件 为 4 一 好 . 

14. 设 f€E Hom(V,V). 

(1) 车 存在 正 整 数 有 及 a EV 使 AL1(c) 天 0, 产 (o) 一 0, 试 证 :向 量 组 
of(o)，… 产 1(o) 线 性 无 关 ; 且 当 dimnV 一 时 , 产 一 0. 

(2) 若 dimyY 一 A, 产 =0, 但 产 :天 0, 则 了 的 矩阵 必 相 似 于 


-lo | 
DO oj 
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15. 设 
[a 1 0 0 0 
a 1 0 0 
Jo=|: : ; |; 一 af 十 N， 
0 0 0 a 1 
LO 0 0 0 ajixg 
且 p(x) 为 的 多 项 式 , 试 证 : 
[pla) pla) 1 pedD (a)/Rm1)!] 
0 pla) … pe D(a)/R—2)! 
pio)=| : : : 
0 0 “ p’ (a) 
L 0 0 由 pla) J xk 
16. 分 别 写 出 满足 下 列 条 件 的 矩阵 4 的 Jordan 标准 形 之 一 切 可 能 
形式 (不 计 Jordan 块 的 次 序 ). 
(1) 4 的 特征 多 项 式 为 


CO)=Q—a) A—0) (oa); 
(2) CQ) 二 (A 一 a)? 04 一), 最 小 多 项 式 
za) 一 (一 0 HA—6) (ax0); 


(3) CO)=Q—a) mW) = Aa)’,r(A—al)=2; 

(4) CGO) 一 (一 az)7 ,mA)=A—a),r(A—al)=4. 

17. 已 知 ? 阶 阵 4 的 特征 值 为 1: ,X42，…,A,;P(z) 为 xz 的 多 项 式 , 求 
p(4) 的 特征 多 项 式 . 

18. 试 证 :复数 域 上 任 一 nn 阶 方 阵 A 必 有 分 解 式 


4 一 S 十 MT， 


其 中 S 可 相似 对 角 化 ,M 是 寡 零 阵 , 旦 SM 一 MS. 
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19. 已 知 和 4 的 Jordan 标准 形 为 
a 1 0 0 
0 «a 1 0 
0 0 a 1 
0 0 0 &a 
当 a 关 0 和 a 二 0 时 ,分 别 求 4: 的 Jordan 标准 形 . 
20. 设 a,B 为 n 维 列 向 量 ,研究 矩阵 ap* 的 Jordan 标准 形 . 
21. 斌 利用 Jordan 标准 形 证 明 : 若 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 无 重 因 式 ， 
则 A 必 可 相似 于 对 角 阵 . 


十 一 


22. 若 
1 2 3 a 0 0 
A 一 |0 1 2| 与 -| 5 | 
0 0 1 2 0 
相似 , 间 :a,65,c,d 应 满足 什么 条 件 ? 
23. 已 知 和 矩阵 


5 7 0 0 0 
4 一 |0 2 | ， 加 一 |3 0 | ， 
0 0 3 5 4 0 


证 明 :和 矩阵 方程 飞 二 A 有 解 ,但 X= 二 B 没有 和 解 . 
24. 求 Jordan 标准 形 ; 并 求 P, 使 P14P==J. 


1 1 —1 3 0 8 
(1) |—3 —3 3|; (2) | 3 一 1 | 
一 2 一 2 2 一 2 0 一 5 
2 3 4 
0 3 3 
0 1 2 3 
(3) |—1 8 6 |; (4) . 
0 0 1 2 
2 一 1]4 一 10 
0 0 0 1 
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1 1 
25. E 知 4=| 。]" 试 适当 选择 ,ds, 由 D14D 来 作出 p(A) 
较 精 确 的 估计 ,其 中 D=diag(di ,02 )， 
26. 设 4 一 (oj)woy | aa |> 六 1a | (二 1,2,…, 如 ), 试 证 :4 的 秩 


ji 


至 少 为 . 
27. 已 知 4 一 (ai ),x* 为 对 角 占 优 和 矩阵 , 作 


人 一 diag(ai yQ22 0 )， 


试 分 别 就 4 为 行 对 角 占 优 与 列 对 角 占 优 证 明 : 


pCI—A 4)<1. 
站 2 3 4 
. 2341| . 
28. 设 4 一 , 试 证 :oC4) 一 10. 
3 4 12 
4 12 3 
rT 2 3 妃 
2341| 
29. 设 A= , 试 证 :o(4)<10. 
341 2 
1 2 3 
0 1 1 1 1 
n n n n 
2 »。 1 1 1 
n n n 72 
工 工 4 工 1 
30, 设 A 二 1 7 n n n 
1 1 1 2n_4 2 
n 72 n n 
1 1 1 1 2 9 
In nn nn n J 
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试 证 :4 必 相 似 于 实 对 角 阵 . 
31. 若 A 的 盖 尔 圆 系 中 有 一 个 2 区 由 两 外 切 圆 组 成 , 试 证 :此 两 圆 上 
必 各 有 一 特征 值 . 并 举 一 例 子 说 明 两 圆 内 切 时 命题 不 成 立 . 
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4 Hermite 二 次 型 


大 学 线性 代数 已 介绍 过 实 二 次 型 ,现在 介绍 复 二 次 型 中 应 用 较 广 的 
一 类 Hermite 二 次 型 .本 章 除 研究 与 实 二 次 型 中 相仿 的 Hermite 二 
次 型 的 标准 形 、 分 类 等 问题 ,还 将 引进 Rayleigh 商 来 研究 Hermite 阵 的 
特征 值 . 


4.1 Hermite 阵 、 正 规 阵 


利用 和 矩阵 及 内 积 , 实 二 次 型 可 表示 为 


flxiyT2 ys Ta) = Payrir; — KIAX = (AX,X), 
i 


其 中 4 一 (az );x; 为 实 对 称 阵 ; 关 二 (zi ,zx2，… ,zn)" 为 实 n 维 向 量 , 现在 把 
它 推广 到 复数 情况 . 
设 A 为 复 n 阶 阵 , 半 为 复 n 维 列 向 量 , 则 在 西 空间 C" ,有 


CN = (AX,X) = XIAX 一 >yay 元 Ti (4. 1.1) 
Dj 


对 一 切 关 , A(X) 是 实数 的 充 要 条 件 为 
f=/ OX AIX=XIAXOXI(AN —A)X=0 (VXEC'). 


记 49 一 A 一 M 王 Gms)sxn. 车 VXEC', 有 XHMX 一 0, 则 特别 对 六 == 
et 有 elMei 一 ma 二 0C4 二 1,2,…,n). 又 分 别 令 半 二 ey 十 @: 及 于 一 ee 十 je， 
可 得 对 一 切 & 关 l,mw 一 0. 因此 M=0O. 

综 上 便 得 户 = FM 一 OA48 一 4. 即 or 二 a;. 

定义 4.1.1 设 4EC2" , 若 4 一 4, 则 称 4 为 Hermite 阵 ,简称 为 H 
阵 , 记 为 4E 互 。 若 4 为 Hermite 阵 , 则 称 巷 对 称 的 二 次 齐 式 (4. 1. 1) 


4 . Hermite 二 次 型 


为 Hermite 二 次 型 . 

显然 , 实 对 称 阵 是 Hermite 阵 ; 反 之 , 实 的 Hermite 阵 就 是 实 对 称 阵 . 

下 面 研究 Hermite 阵 的 标准 形 以 及 特征 值 特征 向 量 的 性 质 . 

定理 4.1.1 Hermite 阵 必 西 相似 于 一 实 对 角 阵 . 

证 明 设 A 为 Hermite 阵 , 根 据 Schur 引 理 ,存在 西 阵 U 以 及 上 三 
角 阵 T 使 

UHAU=T, 
而 
4 一 4， 
于 是 
TH=UAU=UAU=T, 

所 以 了 是 一 个 实 对 角 阵 . 

证 毕 . 

由 于 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 于 是 立即 得 下 面 定理 . 

定理 4. 1. 2 Hermite 阵 的 特征 值 全 为 实数 . 

从 定理 4.1.1 注意 到 西 和 矩阵 U 的 列 向 量 为 4 的 特征 向 量 ,由 此 可 知 
4 的 特征 子 空间 是 相互 正 交 的 . 故 有 下 面 的 定理 . 

定理 4.1.3 Hermite 阵 相 异 特征 值 对 应 的 特征 向 量 必 正 交 . 

下 面 研究 矩阵 酉 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 . 

定义 4.1.2 若 n 阶 复方 阵 A 满足 ha4 一 448, 则 称 4 为 正规 阵 
(Normal matrix ) . 

例如 ,Hermite 阵 、 西 矩阵 都 是 正规 阵 . 

定理 4. 1.4 方 阵 4 西 相似 于 对 角 阵 的 充分 必要 条 件 为 4 是 正 
规 阵 . 

证 明 ” 先 证 必要 性 . 

设 避 为 酉 阵 ,4 为 对 角 阵 ,UMAU 二 A, 由 于 AHA 一 4A48, 故 
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4H4 ~UAHUUAUS ~—UANAU 


一 CA4AHU8 一 448. 
再 证 充分 性 . 
由 Schur 引 理 ,存在 西 阵 U 及 上 三 角 阵 TT 使 
UNHAU=T, 


又 由 于 A "A 一 44", 故 可 得 T*T=TT. 
现在 来 证 上 三 角 的 正规 阵 必 是 对 角 阵 . 对 和 矩阵 的 阶 数 用 归纳 法 . 
显然 ,一 阶 的 矩阵 为 对 角 阵 . 今 由 (2 一 1) 阶 的 上 三 角 正 规 阵 为 对 角 阵 
来 推出 =” 阶 的 上 三 角 正 规 阵 为 对 角 阵 ， 


设 IT 一 六 | 是 y 阶 上 三角 正夫 了 ,其 中 为 (n 一 1) 阶 上 三 角 阵 . 


由 TIT 二 TTY ,经 计算 不 难得 到 |-| :一 |7r| :十 cea ,于 是 aa? 一 0, 所 以 


c 一 0, 另 外 
TIT=T.T, 
根据 归纳 法 假设 于 为 对 角 阵 , 故 工 为 对 角 阵 ， 
证 毕 . 


从 定理 4. 1.4 可 以 推 得 正规 阵 的 特征 子 空间 也 是 相互 正 交 的 , 故 正 
规 阵 的 相 异 特征 值 对 应 的 特征 向 量 也 是 正 交 的 . 正规 阵 的 其 它 一 些 性 质 
作为 习题 ( 见 本 章 习题 第 2 题 和 第 3 题 ). 


4.2 Hermite 二 次 型 


对 Hermite 二 次 型 作 可 道 线 性 变换 
X=CY,， 


其 中 C 为 可 逆 ? 阶 阵 , 则 
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4 Hermite 二 次 型 
XHAX—YHCACY. 
显然 ,CH4C 仍 是 Hermite 阵 . 
定义 4.2.1 设 4AEC2",C 为 2 阶 可 道 阵 , 则 称 4 与 Ca4C 共 胃 
合同 . 
由 定理 4. 1. 1 可知 Hermite 阵 必 共 斩 合 同 于 实 对 角 阵 . 若 
CHAC= diag(di ,d;,"…,d,)=D, 
则 经 变换 基 =CY 得 
XAX =YHDY= di|y | 二 qd |y2 | 十 … 十 d， | yx 17. (4. 2. 1) 
注 : 定 理 4. 1. 1 中 变换 和 矩阵 U 是 西 阵 ,事实 上 共 罗 合 同 并 不 要 求 变 换 
矩阵 为 酉 阵 , 只 要 可 逆 即 可 . 于 是 系数 di ,…,d， 也 就 不 一 定 是 特征 值 ， 
但 一 定 是 实数 ,这 是 因为 XHAX 是 实数 ,而 FCCes) 一 必 . 


从 定理 4. 1. 1 以 及 上 面 的 分 析 , 可 得 下 面 的 定理 . 
定理 4.2.1 任 一 Hermite 二 次 型 


f xisras° Ts) = Day Tix; — XIAX, 
yj 


其 中 A 二 4, 必 存在 可 逆 阵 C 使 经 入 二 CY, f 化 为 标准 形 为 
f=qdi | | 十 da | yz | 十 … 十 qd | y; |2， 


其 中 系数 4 ,da 加 全 为 实数 . 
与 实 二 次 型 类 似 , 可 以 用 初等 变换 法 求 标准 形 及 变换 矩阵 、 
由 于 可 逆 阵 C 可 分 解 为 初等 阵 之 积 , 设 C 一 了 了 ， “PP, 9 于 是 由 CHAC 
二 DD 得 
PH...PH PPAP,P,…P,=D, 
即 对 4 作 一 系列 相互 “协调 一 致 * 的 行 、 列 初等 变换 可 求 得 DD, 且 


C=P, P,.…P,= 1P,P,*…P,, 
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故 C 可 由 对 工作 与 4 同样 的 初等 列 变换 而 得 . 
例 1 求 可 逆 线 性 变换 化 Hermite 二 次 型 为 标准 形 : 
f(x 3 疙 2 3 ) 一 [zi (Daz 二 (2Dzzrt (ltr Zs 
十 3 | zs 1? 十 (2 一 Dz Za 十 2 | zs | 2 


A 
解 、 设 了 的 矩阵 为 4, 对 | | 作 初 等 变换 化 A 为 对 角 阵 :将 第 1 列 的 


一 (1 一 D 倍 加 到 第 2 列 ,第 1 行 的 一 (1 十 iD 倍加 到 第 2 行 ;第 1 列 的 一 (2 
十 这 倍加 到 第 3 列 , 第 1 行 的 一 (2 一 D 倍 加 到 第 3 行 ; 再 将 变换 后 矩阵 的 
第 2 列 之 (1 十 3 倍加 到 第 3 列 ,第 2 行 之 (1 一 30 倍 加 到 第 3 行 . 于 是 


得 到 
| 1 1 一 2 十 [1 0 0 |] 
l+i 3 0 0 1 一 1 一 31i 
2 一 1 0 2 0 一 1 十 3i 一 3 
1 0 0 ef 一 1 十 1 一 2 一 i 
0 1 1 0 1 0 
L0 0 工 了 LO 0 1 | 
[1 0 0 |] 
0 1 0 
0 0 一 13 
1 一 1 十 i 一 6 一 3i 
0 1 1 十 3i 
[0 0 1 J 
令 


Xl 1 —1l+i —6—3i 
= : 1 1 十 3i 
3 0 0 1 


yi1 
yy2|1， 
-Y3 
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于 是 
f=|y | +|y 1 —13|y |’. 
还 可 进一步 令 
__l 
Y= 3 一 22， PT 
便 得 


f=|z|’+|z2|’—|zsl|’. 


可 见 f 在 共 思 合 同意 义 下 的 标准 形 不 唯一 . 试问 :标准 形 中 系数 为 正 
的 项 数 与 系数 为 负 的 项 数 是 否 唯 一 ? 
定理 4. 2. 2( 惯 性 定理 ) Hermite 二 次 型 的 标准 形 中 ,系数 为 正 的 项 
数 及 系数 为 负 的 项 数 唯 一 . 
证 明 ”首先 由 于 和 矩阵 CSACCC 可 逆 ) 的 秩 与 4 的 秩 相 等 ,又 对 角 阵 的 
秩 等 于 非 零 对 角 元 的 个 数 , 故 了 标准 形 中 不 为 零 的 项 数 等 于 4 的 秩 , 设 
为 了 
设 Hermite 二 次 型 f 一 XiAX 分 别 经 可 道 线性 变换 关 二 CY 与 和 二 
BZ 化 为 如 下 标准 形 : 
| 二 二 cl 一 cry 一 人 一 cr (4. 2.2) 
f=b |z|? 二 tb [zy | —bori zi|2 一 … 一 到]z 12 (4. 2.3) 


车 p 关 gq, 不 妨 设 p>>g, 于 是 式 (4. 2. 2) 右 端正 的 项 至 少 有 一 项 . 
由 天 一 CY 一 BZ 得 Z= 二 B71CY, 记 B71C 一 (tj )wxa. 作 齐 次 方程 组 
tliyY1 十 tl yz 十 … 十 tny; 二 0， 


tayl 十 toz y2 十 … 十 恕 yn 一 0， 
(4. 2. 4) 
yp+1 一 0， 


yn 一 0， 
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这 是 含 个 未 知 量 ,方程 个 数 为 g 十 (x 一) 一 n 一 (p 一 9q)<<n 的 齐 次 方程 


组 , 故 式 (4. 2. 4) 有 非 零 解 . 任 取 一 非 零 解 
Yo 一 (al a2 ap 0 ,0)T, 


注意 到 式 (4. 2. 4) 的 前 面 g 个 式 子 可 知 , 由 2 一 了 B ICY 所 得 Z 的 前 g 个 
分 量 必 为 零 , 设 
Zo=B ‘CY 一 (0，…0, dd 


而 吾 Zo 一 CI , 故 fCYo) = f(BZ). 
男 一 方面 将 ,Yo 与 如 分 别 代 入 式 (4. 2. 2) 与 式 (4. 2. 3) 得 到 


fCYo) =a lail?t es |ag |*>0, 
f (B20)= bn ld —*—b, |d,|’<0, 


这 与 /CY。) 二 了 (BZ) 矛 盾 . 故 之 9 不 可 能 . 同 理 可 证 9 之 p 也 不 可 能 . 
所 以 p= 二 gq. 

证 毕 . 

称 标准 形 中 正 的 项 数 为 正 惯 性 指数 , 负 的 项 数 为 负 惯 性 指数 , 非 零 的 
项 数 为 的 秩 . . 

由 于 Hermite 二 次 型 的 值 f(X) 总 是 实数 ,故我 们 可 以 类 似 于 实 二 次 
型 将 Hermite 二 次 型 分 类 . 

定义 4.2.2 设 A 为 n 阶 Hermite 阵 , f(X) 一 XHAX, 对 一 切 非 零 n 
维 列 向 量 已 ， 

若 (XX) 之 0, 则 称 f 为 正定 的 ,A 为 正定 阵 ; 

若 ACE)<0, 则 称 f 为 负 定 的 ,4 为 负 定 阵 ; 

车 A(X) 之 0, 则 称 f 为 半 正 定 的 ,4 为 半 正 定 阵 ; 

若 Ai) 委 0, 则 称 为 半 负 定 的 ,A 为 半 负 定 阵 . 

否则 ,了 为 不 定 的 . 

从 定义 容易 看 出 ,对 角 阵 为 正定 阵 的 充 要 条 件 是 对 角 元 全 为 正 数 . 


4 ” ”Hermite 二 次 型 


对 于 一 般 情况 ,与 实 对 称 阵 类 似 , 有 下 列 判 别 Hermite 阵 是 否 是 正定 


阵 的 准则 . 


定理 4.2.3 设 A 为 n 阶 Hermite 阵 , 则 下 列 命题 等 价 : 


] 4 是 正定 阵 ; 

2 与 4 共 斩 合 同 的 是 正定 阵 ; 
3” A 的 正 惯 性 指数 为 2; 

4 4 的 特征 值 全 大 于 零 ; 

5 A 一 5, 其 中 5 为 正定 阵 ; 


6” A 二 PHP, 其 中 为 可 道 阵 , 即 4 共 罗 合同 于 单位 阵 . 


证 明 先 证 1 与 2 等 价 . 


设 4 共 斩 合 同 于 也 , 即 存在 可 逆 阵 C, 使 B 一 CEAC. 对 Hermite 二 次 


型 罗 4X 作 瑟 一 CY, 由 于 Y 一 C 1 天 ,故居 天 0c 天 0. 


义 YnBY 一 YnC ACY 一 XHAX, 因 此 XH4X>>0, YX 天 0eYHEBY>0， 


VY 尖 0. 根据 定义 4. 2.2, 便 得 A 正定 合 B 正定 . 
下 面 采用 循环 证 法 . 
1 二 3” 由 定理 4.2. 1 知 4 共 罗 合 同 于 对 角 阵 , 设 


CAC= diag (di ,> 9 ,dn ) 9 
f(X)=X AX=Y CHACY 


一 而 | 入 下 十 da 加 天 十 和 二 Go 加， 


对 于 非 零 向 量 Ce ,fCe:)—= di ;因为 正定 , 故 
di >0 (k=1,2,.…,n), 


即 正 惯性 指数 为 . 
3"=>4” 由 定理 4. 1. 1, 存 在 西 阵 U 使 


UAU= diag(Ai "°° ,An ). 


(4. 2. 5) 
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XHAX=A1 | yi | 十 … 十 4 | yx 1?， 
从 正 惯 性 指数 为 n 即 得 每 个 特征 值 均 为 正 的 . 
4"=>5” 从 式 (4. 2.5) 得 
A =Udiag(Al ,An UH 
=[Udiag( Va, 9 VA UN 9 
令 S—=Udiag( V1, “*", VA UN ,此 S 共 轿 合同 于 正定 阵 diag( Vi ， “0 
V2 ) ,由 2 与 1* 等 价 知 S 正定 , 即 得 所 证 . 
5 6” 5 中 S$ 显然 满足 S$ 可 道 旦 SN 二 S$, 故 A 二 SVS, 即 6 成 立 . 
6" 二 1” 车 4 二 PHP,P 可 逆 , 则 作 Y 了 二 PX, 有 
XHAX 一 XHEPHPX 一 YHY， 
由 于 P 可 道 , 故 XX0 时 Y 隆 0, 于 是 XX "AX 二 YYY>>0, 所 以 4 是 正定 阵 . 
证 毕 . 
定理 4.2.4 设 A 为 n 阶 Hermite 阵 , 则 A 正定 的 充分 必要 条 件 是 
4 的 n 个 顺序 主子 式 都 大 于 零 . 
证 明 ”人 先 证 必要 性 . 
首先 根据 定理 4. 2. 3 之 4° ,正定 阵 4 的 特征 值 全 大 于 零 , 又 


det4 一 TI > 0， 
i=1 


所 以 正定 阵 的 行列 式 必 大 于 零 
下 面 研 究 4 的 & 阶 顺 序 主子 式 对 应 的 & . 阶 Hermite 阵 . 
记 
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作 X= (x 9 4 DT 则 当 X= (x sT29""°* 9 Th ,0,° ,0)T 时 ,有 
XHAX— XHA,X,. (4., 2. 6) 
对 任 一 非 零 向 量 X ,有 XX 关 0, 由 于 A 和 4 正定 , 故 式 (4. 2. 6) 恒 正 ,所 以 
AL, 是 正定 阵 , 因 此 det4 >0(k=1,2,.… 72) 。 必要 性 得 证 . 
再 证 充分 性 . 
车 det4 >0(k=1,2,.,n). 由 于 detAl 二 an 记 0,; 对 A 作 共 斩 合 同 变 
换 :第 1 列 的 一 红 倍 加 到 第 j 列 (; 一 2,3,…,7 ,第 1 行 的 一 红 倍 加 到 第 


j 行 (二 2,3,…,n), 于 是 
all [#1 ‘ 
4-| | 一 Ad. (4. 2.7) 
O 


由 行列 式 性 质 可 知 ,4 的 各 阶 顺 序 主子 式 与 M 的 各 阶 顺 序 主 子 式 对 
应 相等 . 另 一 方面 根据 初等 阵 与 初等 变换 的 关系 知 , 若 上 述 列 变换 对 应 的 
初等 阵 记 为 Pi ,P;,…,P,-1, 则 上 述 行 变换 对 应 的 初等 阵 正 是 PF, PE$， 
…,Pii, 因此 , 记 C==PiP…P,_1, 式 (4. 2.7) 即 


all O 
Pi, “PHPHAP,P,*…P, ,=—=CHAC= DO B 一 AI. 


由 于 det4， =andetB,_ 1(|B, ， | 为 B 的 (4 一 1) 阶 顺序 主子 式 ) , 故 (7 
一 1) 阶 Hermite 阵 B 的 (n 一 了) 个 顺序 主子 式 全 为 正 . 对 B 重复 刚才 的 做 
法 ,直到 化 为 对 角 阵 , 设 为 


PAP= diag(ai ,ds,*…,d,)=A. 
由 以 上 证 明 可 知 4 的 ”个 顺序 主子 式 与 4 的 =” 个 顺序 主子 式 对 应 
”相等 ,因此 全 大 于 零 . 所 以 对 角 元 全 正 , 即 4 为 正定 阵 . 根据 定理 4. 2. 3,4 


也 是 正定 阵 . 
证 毕 . 
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事实 上 ,正定 阵 的 各 阶 主子 式 也 全 大 于 零 , 请 读者 自己 证 明 . 

正定 阵 还 有 一 些 性 质 . 

车 4 正定 , 则 由 定理 4. 2. 3,4 二 PHP,P 可 道 . 根据 第 3 章 中 矩阵 的 
UT 分 解 知 ,P= 二 UT,U 为 西 阵 ,T 了 为 主 对 角 元 恒 正 的 上 三 角 阵 ,于 是 A 二 
(UT)WUT 一 THT. 还 可 证 明 这 种 分 解 唯一 ( 见 本 章 习 题 第 12 题 ) ,于 是 有 
正定 阵 的 三 角 分 解 定理 . 一 般 称 此 分 解 为 Cholesky 分 解 . 

定理 4.2.5 设 和 A 为 正定 阵 , 则 A 二 THT, 其 中 TT 是 主 对 角 元 恒 正 的 
上 三 角 阵 , 且 这 种 分 解 唯 一 . 

对 于 一 般 的 矩阵 A4EC x",AHA 必 是 n 阶 HH 阵 , 且 


XHATAX= (AX,AX) 宇 0， 


故 484 总 是 半 正 定 阵 . 而 (4 和 ,AX) 二 0 的 充 要 条 件 为 4X=0, 又 AX 二 0 
只 有 零 解 当 且 仅 当 4 的 秩 等 于 n. 所 以 ,AFA 是 正定 阵 当 且 仅 当 A 的 秩 
(也 就 是 ANA 的 秩 ) 等 于 7 

利用 AFA 西 相似 于 对 角 阵 ,可 以 得 到 和 矩阵 4 的 下 列 分 解 式 , 称 为 表 
值 分 解 . 它 在 矩阵 的 广义 逆 中 有 用 . 

定理 4. 2. 6( 奇 值 分 解 ) 对 秩 为 的 矩阵 4EC2 , 必 存 在 * 阶 与 ? 


D oO 
阶 的 西 阵 与 V 使 UrAV 一 | ,| ,其 中 了 D= diag(VN ,VU,…， 


V4 ) ,而 il 过 jz 过 … 志 -0 为 484 的 非 零 特征 值 . 
证 明 由 第 0 章 第 0. 2 节 中 例 1 知 494 的 秩 =4 的 秩 r, 又 4H8A 为 
半 正 定 , 故 可 设 A"A 的 特征 值 为 41 汪汪 … 宇 4, 这 05,441 二 … 二 ,二 0. 
又 设 A"4 的 标准 正 交 特 征 向 量 系 为 羡 ! ,X ,… ,XX,, 且 
AAX;—AX; (i=1,2,..,n), 
于 是 
hi l1&i=j<r; 


(AX;, AX,) —XIAAX,—AXHX, -| 
0， 其 余 . 
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因此 ,4Xi 四 为 两 两 正 交 的 非 零 向 量 ， 以 及 


AX,+1 二 "… 二 AX,= 二 0， (4. 2. 8) 
作 
AX; 
一 一 一 (i=] ,2 ,7), (4. 2. 9) 
VAi 


注意 到 到 ,…,Y, 是 C: 中 标准 正 交 向 量 组 ,将 它 扩充 为 C: 的 标准 正 交 
基 , 设 为 Yi ,Yi ,…,Y,. 根据 式 (4. 2. 9) 与 式 (4. 2. 8), 便 可 得 


A(CXI ,2 ,RE,) 
[va 0 .vv 0 0 ... 01 


0 ， 0 
0 … 0 0 oe 0sxn 


分 别 记 n 阶 、s 阶 酉 阵 (Xi ,KX2 ,XK )—=V, CY ,YY,) 二 0 ,再 记 D= 
diag( VA1 ，… ,VAr) ,; 即 得 
DoO 
UAV= 。 
[。 oj 
证 毕 . 
推论 ( 方 阵 的 极 分 解 ) 设 AEC™", 则 存在 西 阵 U 及 半 正 定 阵 M ,使 
A=UM. 
证 明 根据 定理 4. 2. 6, 存 在 西 阵 Ui 及 V 使 


Do 
4 一 [7 | vs ， 
O O 
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Do 
SU=UV m=v| ol , 便 得 所 证 . 


证 毕 . 
4.3 ” Rayleigh 商 


可 以 利用 XNAX 的 值 来 研究 4 的 特征 值 . 
XHAX 
XHX 
不 难看 出 ,车 XX。 是 4 的 特征 值 4。 对 应 的 特征 向 量 , 则 RCX,) 的 值 为 
ho. 另外 Hermite 阵 的 Rayleigh 商 之 值 是 实数 . 
定理 4.3.1 设 A 是 再 阵 , 最 大 特征 值 是 Xi, 最 小 特征 值 是 4,, 则 对 
一 切 非 零 的 和 有 


定义 称 R(X) 二 ,YXC0)EC" 为 A 的 Rayleigh 商 . 


H 
LRX) = 和 各 < ， 
A =maxR(X), %,—minR(X). 


证 明 设 和 4 的 特征 值 为 X41 之 A; 宇 … 宇 4, ,相应 的 标准 正 交 特 征 向 量 
系 为 Xl ; 闫 2 ，… ,XX, , 它 构成 人 的 一 组 标准 正 交 基 . 故 VX € (人 ,大 一 


>， aiX;， 于 是 
i=1 


AX 一 Vax 
i 一 1 


由 于 {X;)? 是 标准 正 交 基 ,其 度量 矩阵 是 单位 阵 , 根据 公式 (2. 1. 1) 
来 计算 内 积 , 便 得 
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故 
SR ZA, 
又 R(X )=A ,R(X,) 一 An ,所 以 


A=maxR(X), 1,—=minR(X). 
证 毕 . 
由 定理 4. 3. 1 可 见 , 在 空间 C" 上 ( 除 X 一 0) 求 RE) 的 最 大 值 与 最 小 
值 , 则 可 分 别 得 到 A 的 最 大 特征 值 与 最 小 特征 值 . 
得 到 久 后 ,在 (4 一 A1DX=0 的 非 零 解 中 , 取 单 位 向 量 得 XX, , 则 LLX;， 
… ,站 ,一 (LLX1J)+, 记 为 Si. St 中 任 一 向 量 关 可 表示 为 


X 一 y， aiK,. 
i=2 


与 上 面 同样 讨论 可 得 入 一 maxRCX). 也 可 以 从 求 出 后 ,再 找 1， 
XESI 


…. 因此 有 下 面 的 定理 . 
定理 4.3.2 设 A 为 n 阶 Hermite 阵 ,其 特征 值 为 1 之 A4 之 … 之 
74， 则 


hi— max R(X) 或 从 一 RX), 


XE Si xc 
其 中 Si 一 革 [ 忆 大] 了 ;二 LX ,XX, |]. 

从 定理 4. 3. 2 可 见 ,为 找 入 ,车 按 最 大 值 去 找 , 则 必须 先 有 于 
XX_1, 即 需 依 次 去 找 . 另外, 这些 XX; 依赖 于 4. 当 要 考虑 几 个 Hermite 阵 
之 间 特 征 值 的 关系 时 ,就 不 能 直接 用 定理 4. 3. 2. Courant 给 出 了 一 个 方 
法 ,使 特征 值 的 确定 不 依赖 于 特征 向 量 . 
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定理 4. 3. 3(Courant 极 大 极 小 原理 ) 设 nn 阶 Hermite 阵 和 的 特征 
值 为 A 宇和 之 … 宇 4,, 则 
人 一 min (maxR(X)}, 
dimS=—n—k+1 XES 
hii=max{minR(X)). 
dimS—k XES 


证 明 设 1<k<n,S 为 C" 的 任意 一 个 (n 一 & 十 1) 维 子 空间 ,XX , XX， 
…， 为 对 应 于 特征 值 A1 sA2 °° An 的 标准 正 交 特征 向 量 系 . 


k 
又 设 Si =—=LLX, SS 上 任 取 一 向 量 针 = ci;, 于 是 
i=1 


k 
AX = > CA 于 
i 一 1 
故 
k 
2 
RX 
R(X) = 二 区 A (VX(# 0) € So)， 
(X,X) Si 
Ci 


(4. 3. 1) 
又 由 于 
dim(Csnm ss) 一 dimS 十 dimS 一 dim(S 十 Si ) 
二 n 一 上 k 十 1 十 k 一 dim(S 十 S,) 
宇 n 十 1 一 n 二 1， 
因此 ,SN 人 S$; 隆 {0). 注意 到 式 (4. 3. 1), 所 以 
maxR(X) 二 4. 
XES 


又 根据 定理 4. 3.2, 在 (n 一 & 十 1) 维 空间 StL ,上 ,R(X) 的 最 大 值 等 于 
A 所 以 
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和 人 一 ”min ‘(max R(X)). 
dimS 二 mn 一 十 1 


利用 定理 4.3.2 中 水 一 min R(X) ,注意 到 dimT 汪 ,一 &, 同 理 可 得 
xeTL, 
A=max{min R(X)}. 
dmS=k XES 
证 毕 . 
例 1 记 Hermite 阵 A 的 特征 值 为 
A1(4) 宇 X42 (4) 宇 … 之 4, (4)， 
对 nn 阶 Hermite 阵 4 与 召 , 试 证 
A (A)+A CB)SA CATB)EA A CTAB) (k=1,2,.%,n). 


XI(ATB)X_X"AX | X"BX 
XIX XIX | XIX 


证 明 首先 ;由 于 


X BX (Bp), 


BST 


XAX 
XX 


(A+B)X. 
XHX < 入 
设 S 为 C 的 任 一 & 维 子 空间 ,对 上 式 取 S 上 的 最 小 值 (注意 到 和 1(B)， 
4.C4B) 是 常量 ), 再 对 一 切 & 维 子 空间 S 取 最 大 值 ,根据 定理 4. 3. 3 即 得 
所 证 . 
证 毕 ， 
例 2 设 A 为 n 阶 Hermite 阵 , 其 特征 值 为 
Ah1 之 1 之 … 志 hn 9 
4 为 4 的 (2 一 1) 阶 顺序 主子 阵 , 即 为 


Cll 及 市 Ql1,n—1 


二 An (B)<X 


A (B). 


n—1,1 "Qnl1,n—l 
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其 特征 值 为 
Hl > | ?9 


试 证 :1 之 jp 之 和 之 之 p01 之 hn. 
证 明 设立 -1 为 (n 一 1) 维 列 向 量 ,分 别 记 4 与 4, 1 的 Rayleigh 商 为 
Kl (六 ) 与 K; (XX,_1). 作 n 维 列 向 量 


,1 
Y= 9 
0 


则 
Ri (=R,(X,1). (4. 3.2) 
设 1 克 kn 一 1, 先 研究 入 与 yx 的 关系 . 记 
Xi 

rw | | | vxE0™ 小 

由 于 
(Wi [Wi <W, dimWi =k}C{Si| Si <C, dimS, 一 月， 

故 

Pes aR 0 > mx nip Ri CX). (4. 3. 3) 


记 S, 为 C1 的 维 子 空间 ,注意 到 W 的 定义 及 式 (4. 3.2), 便 有 
VXEW:, RI(X)=R,(X, 1), VX, 1ES,, 
于 是 式 (4. 3. 3) 右 端 等 于 
Le mR Rs (X,-1)， (4. 3. 4) 
根据 定理 4. 3. 3, 式 (4. 3. 3) 左 端 是 4, 式 (4. 3.4) 是 yi, 所 以 


hm (I<k<n—1). 
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现在 研究 Mtri 与 py 的 关系 . 由 于 


{Wi [WW ,dimW =n—k}C{SI | SC”" , dimS} 二 n 一 上 } 9 


min maxRi(X) 委 min maxRi(X). (4. 3.5) 
| =n—kXE SI di —n—kXE WI) 


dimS 


记 S; 为 C" 的 (n 一 &) 维 子 空间 ,注意 到 Wi 的 定义 及 式 (4. 3. 2)， 
便 有 


VXEW', Ri1(X)=R,(X,.1), VX,_1€ Ss, 
于 是 式 (4. 3. 5) 右 端 等 于 


‘min max R(X, 1), (4. 3. 6) 
dinSy nh 1 ES 


根据 定理 4. 3. 3, 式 (4. 3. 5) 左 端 是 41, 再 注意 到 nn 一 k= 二 (n 一 1) 一 (& 一 
1) , 故 式 (4. 3. 6) 即 为 ,于 是 便 得 


LArt1 〈1< 委 2 一 1). 


综 上 即 得 


证 毕 . 
习题 4 


1. 设 4 为 正规 阵 , 试 证 ; 

(1) 4 为 Hermite 阵 的 充分 必要 条 件 为 4 的 特征 值 全 为 实数 ; 
(2) 4 为 酉 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 为 4 的 特征 值 之 模 为 1. 

2. 试 证 :n 阶 方 阵 4 为 正规 阵 的 充分 必要 条 件 为 


AX|=I1AXI (CCVXEC"). 
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3. 试 证 :(1) 若 4 为 正规 性 , 则 4 一 杂 也 是 正规 阵 ; 
(2) 车 和 4 为 正规 阵 , 则 AX=4X 之 充分 必要 条 件 为 
ANX=AX. 
《 即 4 的 特征 值 之 共 轿 % 为 4" 的 特征 值 , 且 可 对 应 于 相同 的 特征 
向 量 ) 
4. 试 证 : 阁 4 是 正规 阵 , 有 7 个 互 异 特征 值 41,… ,4,, 则 存在 r 个 算 
阵 P1,…,P, 使 


(1) 4 = > NP;; 
i=1 


(2) PH=P,=P? (i=1,2,,7); 

(3) ;ij 时 ,PP 一 Oi 

nm-x 

5. 试 证 : 若 对 阶 方 阵 4 存在 满足 上 题 四 个 方程 的 > 个 互 异 数 4; 及 
r 个 非 零 矩 阵 P;, 则 

(1) 4 为 正规 阵 ; 

(2) 4 的 特征 值 为 A1 ,4 ,*… ,A,; 

(3) 相应 于 特征 值 4% 的 特征 子 空间 V 二 RCP,). 

6. 设 gEC' ,是 gre 过 1, 试 证 :I 一 goat 是 正定 阵 . 

7. 试 证 :Hermite 阵 4 是 半 正 定 阵 的 充 要 条 件 是 4 的 特征 值 非 负 . 

8. 试 证 ;Hermite 阵 4 是 半 正 定 阵 的 充 要 条 件 是 4 的 一 切 主子 式 
非 负 . 

9. 试 证 :Hermite 阵 4 是 负 定 阵 的 充 要 条 件 是 4 的 & 阶 顺 序 主子 式 
与 (一 1)* 同 号 . 

10. 设 4 一 (ai )x" 为 正定 阵 , 试 证 :max{ [as |}<max{az)}， 

11. 设 4 为 半 正 定 阵 , 试 证 ， 

(1) 必 存 在 半 正 定 阵 SS 使 4 一 $2z ; 
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(2) |YHAX|:<|Y AY| |X AX|, VX,YEC'. 

12. 设 工 ,TT 为 主 对 角 元 恒 正 的 上 三 角 阵 , 若 TPT = 博 TLD, 试 证 :TT 
一 到， 

13. 设 A,B 为 同 阶 Hermite 阵 , 且 4 为 正定 阵 , 试 证 ;存在 可 逆 阵 C， 
使 CiAC 与 CIBC 均 为 对 角 阵 . 

14. 设 和 4 为 正定 阵 , 作 元 Hermite 二 次 型 


f00=[ 4 ”| (XEC’) 
x O 


试 证 :f 是 负 定 的 . 
15. 设 正规 阵 4 的 特征 值 为 A1 ,X42 ，… ,4 ,相应 的 标准 正 交 特征 向 量 
系 为 Xl 0 四 试 证 :线性 方程 组 


AX=AX+b, RECbEC EAA (Ci 一 1,2， 站 
的 解 可 表示 为 X 一 》) 人 

16. 设 A,B 为 n 阶 Hermite 阵 , 且 B 是 正定 阵 , 设 有 非 零 n 维 列 向 量 
针 及 数 A 使 


4X 一 1MBX， (x) 
则 称 4 为 4( 关 于 B) 的 广义 特征 值 . 
(1) 试 证 ;4 为 实数 , 目 A 是 det(OMT 一 B 4) 王 0 的 根 ; 
(2) 将 满足 式 ( x ) 的 4 按 大 到 小 排列 (宇和 宇 … 宇 X,), 试 证 ; 


max XAX AM 一 min X AX 
ozxecX BX’” ” oxecoX BX 
17. 设 A,B 为 同 阶 Hermite 阵 , 且 A 正定 , 试 证 :4B 的 特征 值 都 是 


实数 ， 


人 1 一 
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5 范 数 及 和 矩阵 函数 


本 章 首 先 引 进 范 数 概念 ,然后 介绍 矩阵 序列 及 震级 数 的 收敛 定理 ,在 
此 基础 上 给 出 矩阵 函数 的 定义 ,并 介绍 其 计算 ,最 后 简单 介绍 它 在 线性 微 
分 方程 组 上 的 应 用 .… 


5.1 范 数 的 基本 概念 


为 研究 线性 空间 V 上 的 极限 ,需要 引进 衡量 六 上 向 量 间 “距离 ”的 
量 . 内 积 空间 中 两 向 量 之 差 的 长 度 固然 是 这 样 的 一 种 量 ,但 还 可 以 有 其 它 
形式 的 量 . 范 数 是 更 为 一 般 的 反映 向 量 间 “ 距 离 ” 的 量 . 

定义 ” 设 数 域 下 为 复数 域 或 实数 域 ,VC(F) 为 线性 空间 ,vy 为 V(F) 到 
R 的 上 映射, 满足: 

1 正定 性 , 即 对 V 中 一 切 非 零 向 量 g, 有 vy(@)>>0; 

2 齐 次 性 , 即 对 V 中 一 切 向 量 & 及 下 中 一 切 数 ,有 

: (hz) 一 | 有 | ya; 
"三角 不 等 式 , 即 对 Y 中 一 切 向 量 w 及 有 有 
xc 十 有 <v(c) 十 "CD)， 


则 称 y 是 V 上 的 范 数 . 并 称 定义 了 范 数 的 线性 空间 为 赋 范 线性 空间 . 

注 :由 于 0 一 0x, 根 据 齐 次 性 可 见 y(0) 二 0. 

从 定义 不 难看 出 内 积 空 间 V 中 , | a 二 Vlasa) 是 V 的 一 种 范 数 . 
一 般 赋 范 线性 空间 Y 上 向 量 e 的 范 数 有 时 也 用 || & || 表示 ,请 勿 与 内 积 
空间 的 《away 混为一谈 . 

例 1 在 C' 中 有 三 种 常用 的 向 量 范 数 , 设 


CD 
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下 一 (Zi 9 2 并 和 


(1) 1- 范 数 : XI: 一 了) | zxi|; 
i=1 


(2) 2- 范 数 :|X 上 一 【> | zx.17)? == (XHX)3，; 
i=1 


(3) oo- 范 数 : | X | - 一 max{| za |). 


不 难 一 一 验证 它们 都 满足 范 数 定义 ,证 明 留 作 习题 . 
以 上 三 种 范 数 都 是 p- 范 数 的 特例 . p- 范 数 定义 为 


1 
| xX), = (2) | zx |*)?, 
i=1 


其 中 为 不 小 于 1 的 实数 . 


(5, 1. 1) 


下 面 来 证 由 式 (5. 1. 1) 定 义 的 上 .1| ,是 C"” 上 的 范 数 . 
引 理 若 实数 p,q>>1, 且 方 十 二 一 1, 则 对 一 切 正 实数 4,6 有 


pb pb 
bp 志 和 十 交 
Mp ga 


证 明 在 xOy 平面 上 作曲 线 y= 二 =x? !, 即 
Z 一 一， 


于 是 面积 ( 见 图 5. 1) 


而 Si 十 S$; 之 矩形 面积 ap, 故 式 (5. 1. 2) 得 证 . 
定理 $. 1. 1(Halder 不 等 式 ) 设 


下 一 (zl sX2 EC， Y= (yl V29""" 


(5. 1. 2) 


图 5S.1 


,Yn) EOC, 
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则 


信 


Zi || yi | 


委 (2 | 2)3 (5) | y 1)’, (5. 1. 3) 


其 中 思 ,9 为 正 实数 ,上 且 考 十 地 一 1. 


证 明 式 (5.1.3) 的 前 一 不 等 式 显然 成 立 , 只 需 证 式 (5. 1. 3) 的 最 后 
一 个 不 等 式 . 
首先 及 与 Y 至 少 有 一 为 0 时 式 (5. 1.3) 显 然 成 立 . 今 设 六 0,Y 去 0. 


| zi | 


Qi 二 b= 一 |， (5. 1. 4) 


S30 (2 1 4°)* 
根据 式 (5. 1. 2) 得 
- [| - 去 1 十 | y 
(2 (21 DE a2 13 
(1 = 1,2.…,n), 
将 ”个 式 子 相 加 ,再 注意 到 方 十 过 一 1, 即 所 得 证 , 


定理 S. 1. 2(Minkowski 不 等 式 ) 设 p 宇 1 si ;yiEC, 则 


(2 | zity |?)? SD) mi) 二 T(> | yy 1) 六. 
1 一 i=] i=] 
(5. 1. 5) 


证 明 p 二 1 时 , 式 (5. 1. 5) 显 然 成 立 . 
当 p 这 1 时 ,有 
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Platyl 
<Da + | ys 1)? 
— Dz ti ys DO zi |+l yD 
= > lz Cz HHy bm+ 交 [yi | dz 1+t| ys Dm, 


(5. 1. 6) 


记 qs , 则 g>0 且 方 十 六 一 1, 对 式 (5, 1. 6) 的 最 后 一 式 用 式 (5. 1. 3) 得 
3 [+ | ys: 1)? 
< (Dad ti Dem] 
oDADMIE I Ea 
= [Da yD at Do] 
(5. 1.7) 


当 关 ==Y 一 0 时 , 式 (5. 1. 5) 显 然 成 立 . 当 美 ,Y 不 全 为 零 向 量 时 , 由 式 
(5. 1. 7) 与 式 (5. 1. 6) 即 得 式 (5. 1. 5)， 


证 毕 . 
定理 5.1.3 在 C 中 定义 


IX|,=( BD lx)?)” (CVX=Cr, ra, zi)TEC'), 
i=] 


则 对 1p<< 十 2, | XX 都 是 C" 中 的 范 数 . 特别 
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lim | Xi ,= | 关 || ~. (5, 1. 8) 
p+oo 
证 明 ”正定 性 与 齐 次 性 显然 满足 ;利用 式 (5. 1. 5) 即 可 知 三 角 不 等 式 
也 满足 . 因此 ,对 1 过 p 过 十 co, 上 Xi, 是 C" 中 的 范 数 ， 


再 证 式 (5. 1. 8). 当 X 王 0 时 , 式 (5. 1. 8) 显 然 成 立 . 今 考虑 六 关 0, 设 
|zi| 二 max{|zi|} 关 0, 于 是 


1( > 人 一 人 (a )) < 


1 二 


。 工 _ i p 加 y 
而 lim n=1, 又 (> 对 | ) 之 1, 所 以 


lim | 瑟 | 一 lz 一 1X|。. 
prto 
证 毕 . 
例 2 设 ‖| .| 为 C 上 范 数 , 今 有 AECoeo ,定义 
1X1a 一 14AK1 ， 


试 证 : | ，| 4 为 C" 上 范 数 全 det4 天 0， 

证 明 首先 对 一 切 非 零 向 量 系 ,4X 尖 0edet4 尖 0. 故 对 一 切 非 零 向 
量 X, | 和 = | 4 和 | >0edet4 天 0. 即 | 上。 | 满足 正定 性 的 充 要 条 
件 为 det4 天 0. 又 

| 一 4CR) | = | AMX 
=|kI| AX| =|kl| XX| 4， 
上 六 十 Y | 4 二 ACKTY) || = | AX++AY | 
上 4X 十 AY| 
三 上 和 i 二 中 YY |， 
所 以 齐 次 性 及 三 角 不 等 式 满足 . 
证 毕 . 


定理 S. 1.4 设 VCC) 为 了 2 维 线性 空间 sB1 BE2， En 为 V 的 一 组 基 ， 


5 范 数 及 给 阵 函 数 


于 是 V 中 任 一 向 量 6 = 2 ze 大 一 (naaoozoOT E Cr 
又 设 ‖ 。 | 为 Cx 的 范 数 , 今 定义 
Elv= 一 1 (CCVEETV)， 
则 上 上。 jy 为 V 上 范 数 . 
证 明 首先 对 V 中 每 一 非 零 向 量 &6, 由 于 其 坐标 向 量 X 关 0, 故 
tl v= 中 舌 | >>0 (正定 性 满足 )， 


又 姨 一 kre 由 的 坐标 向 量 为 (kzx1 ,krz，… ,kzx,)' 一 kX, 故 | 能 | V 
三 上 kX | 二 1x 中 和 | 二 | 出 v, 所 以 齐 次 性 满足 . 


最 后 ， 若 罗 二 ysi, 记 和 9 的 坐标 向 量 (oy yyY2 9 Ya) 一 Y, 于 是 上 十 

7 的 坐标 向 量 为 来 十 了 ,根据 定义 
|ét+nlvy= |X+rY|lXI| 人 + Y= tly+ | nllv, 

即 三 角 不 等 式 成 立 , 所 以 上 ， | v 为 V 中 的 范 数 , 

证 毕 . 

下 面 研究 一 般 线 性 空间 V(C) 上 范 数 的 性 质 . 

定理 5.1.5 设 上 .是 线性 空间 VC(C) 上 范 数 , 则 

1 || el =0S0e=0; 

2° apl2ilall |p|; 

3° 设 dimV =n,g sE29°" "Bn 为 V 的 一 组 基 ， E 一 re, 则 | E 1 是 


X19 X29""" Tn 的 ?= 元 连续 函数 . 
证 了 明 1° 由 于 0 二 0g,aEV ,根据 齐 次 性 ,有 


lol= oal =0lal =0. 


若 @ 取 0, 由 正定 性 上 el 二 0, 故 |al 一 0Se=0. 
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2 因为 
el= la-p+tpl<la-pl+lpl, 

故 

le 一 8 三 1el 一 151， 
又 

la—pl = |p-al>1pl— lel, 

所 以 

la—pl>llel lpll. 


3° 设 zi 一 ai 一 1 2 22) ; 记 C 一 > \aiBi. 于 是 根据 2 以 及 范 数 定 
i=1 
义 有 


o<ilel — leall< 1s—al=|> a0 


<Dlaallel < (Dsl )max(| al), 
由 于 maax{ | 二 一 ai|} 一 0, 所 以 有 lim | é| = lel. 

证 毕 . 

注 : 若 &E 一 neoa 一 as, 又 limzx:; 一 Qi(i 一 1,2,… ,7) , 则 称 
limé 二 g. 从 定义 表面 上 看 ,似乎 这 种 极限 依赖 于 基 , 而 事实 上 并 非 如 此 . 
设 {a)1 与 {B.)? 为 线性 空间 V 的 两 组 基 , 已 知 它们 之 间 的 关系 如 式 
(1. 2. 6) ,又 设 

gE(1) 一 Daa, 一 Dl yp,, 


limzx; (#) 一 Ciy limy:; (#) = b; 《z 一 1,2,.…,n), 


5 范 数 及 矩阵 函数 
则 由 公式 (1. 2.7) 得 
Zit) = Do pyyilt) (i= 1,2,.,n), 
j=1 


由 于 ps 与 无 关 , 故 


& 


ai = limz;(t) = Dy polimy, (0) 
一 Dy ps6, (i = 1,2,.",n), 
全 
因此 
Da = > pa 一 > Dy pio 二 Dop, 


这 就 说 明 关 于 向 量 £() 的 极限 定义 不 依赖 于 基 . 
根据 定理 5. 1. 5 可 以 知道 ,在 有 限 维 线性 空间 , 若 向 量 的 极限 是 零 向 
量 , 则 向 量 范 数 的 极限 也 是 零 . 反之 怎样 ? 对 于 C 的 p - 范 数 可 以 看 出 ， 
车 上 a1, 一 0, 则 @g->0. 一 般 情 况 的 证 明基 于 下 列 定理 . 
定理 5.1.6 对 于 有 限 维 线性 空间 V 的 任意 两 种 范 数 外 .|| 与 
| ， 目 。， 必 存在 正 实数 五 之 已 ,使 对 Y 中 一 切 向 量 上 都 有 


kz | 6 1 ,< | 1 .< | € 1 ,. (5. 1. 9) 


〈 称 这 两 种 范 数 是 可 比较 的 或 是 等 价 的 ) 
证 明 当 § 二 0 时 , 式 (5. 1.9) 显 然 成 立 . 今 考虑 £ 尖 0. 


设 sgz Br 为 V 的 一 组 基 ， é 一 2) zie:. 
i=1 


作 和 二 一 一, 记 y 一 -一世 一 ,于 是 
2 | zx; | 2) | x; | 
i=1 i=1 


>) | Yi | 一 1， 二 Dyiei. 
i=1 i 一 1 
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记 S = (yoy…yo)| 1y1= 1), 则 S 是 一 个 有 界 闭 集 .由 


范 数 的 齐 次 性 可 得 


因为 上 1。， 中 都 是 y1,…,y, 的 连续 函数 , 且 | | ,天 0, 故 二 了 | | 


是 有 界 闭 域 S 上 连续 函数 ,存在 最 大 与 最 小 值 , 记 为 与 &. 即 对 一 切 非 
零 向 量 6 有 


<< 
b 


即 
ka él 1el,<a | ed. 
证 毕 . 
例如 ,在 C" 中 有 (其 证 明 作 习 题 ) 
Ix).<I XS) Xl, 
1 Xl:< 1X XI 
XIs<1XI<Va | XI.. 


利用 定理 5. 1. 5 及 定理 5. 1. 6 可 以 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 在 有 限 维 线性 空间 VV 上, 上， 为 V 中 的 范 数 , 则 


E -0 151 一 0， 
于 是 
Se 15 一 al >0. 
证 明 必要 性 由 定理 5. 1. 5 之 3" 直 接 得 到 . 下 面 证 充分 性 . 
已 知 六 上 范 数 | 。| , 且 |‖ 6 ->0, 今 作 1sl.=> | z; |, 其 中 


5 范 数 及 和 矩阵 沪 数 
ZX1,X2，"… Xn 为 在 选 定 基 g1;E;，… ,es 下 的 坐标 . 根据 定理 5. 1. 6, 存 在 
正 实数 ,kz 使 


kléle él. el. 


由 于 1 51 ->0, 故 1 1 .>0, 而 1 .一 > | 站 所 以 zz 一 0(i 一 
1,2,.…,7) ,Bh é->0. 

证 毕 . 

有 了 以 上 推论 ,使 今后 在 研究 向 量 序列 的 极限 问题 时 可 以 用 范 数 来 
代替 . 前 者 有 多 个 分 量 , 后 者 是 一 个 量 . 


5.2 矩阵 的 范 数 


一 切 ;Xn 和 矩阵 的 集合 Cx" 是 复数 域 上 线性 空间 ,因此 第 5. 1 节 中 范 
数 定义 也 适用 于 矩阵, 根据 定理 5. 1. 4, 对 应 于 C" 中 范 数 可 以 得 到 Co” 
中 的 矩阵 范 数 , 今 以 定义 形式 给 出 . 
定义 5.2.1 设 4=(ai),x，， 则 记 
1 41。 一 2 | az | ， 


证 1 
141。 一 (>) |as 13) = (trAFA)? = (trAAN)i, 
i ， 


14» = maxt{| az |}. 
对 应 于 2- 范 数 的 矩阵 范 数 1 4 | 。, 叫 做 Frobenius 范 数 ,一 般 记 为 
| A | Fs, 车 U,V 是 西 阵 ， 由 于 
(UA)"UA 一 AHUSUA 一 AHA， 
(4V)(4VDE 一 4AVVHAHE 一 4A4H ， 


故 1ua ls 二 AV 有 :二 A:, 即 Frobenius 范 数 是 西 变换 的 不 变量 . 
在 矩阵 的 运算 中 经 常 遇 到 两 徐 阵 的 乘积 AB. 当 4 与 B 分 别 为 ;Xn 
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与 2Xt 和 矩阵 时 ,4B 为 sXt 和 矩阵 . 因此 它们 的 范 数 分 别 属于 线性 空间 C”， 


CY 与 CX. 于 是 就 产生 了 范 数 之 间 的 相 容 性 问题 . 例如 :一 二 1 时 , 设 


4 一 (ai 29°"" Gn), B= (bh ,b2 ,°° ,Db,)), 


则 
AB = Dab, 
于 是 
141。 = > lal, 
181。 = Dll 
14B 1 = | >t 
显然 有 


14B | ,|All | BI,. 


矩阵 范 数 所 具有 的 上 述 性 质 称 为 相 容 性 . 
定义 5.2.2 设 。 .1 1。 有。1 .分 别 为 ComyCoxe,Coe 上 
矩阵 范 数 ( 即 它们 均 满足 正定 性 、 齐 次 性 与 三 角 不 等 式 ), 若 对 一 切 sXn 
矩阵 4 及 一 切 n Xi 矩阵 B 有 
1AB| .<IAl, Bl,, 


则 称 以 上 三 种 矩阵 范 数 是 相 容 的 . 特别 当 这 三 种 范 数 属于 同一 类 时 , 便 称 
这 类 和 矩 阵 范 数 是 相 容 的 . 

定理 5.2.1 和 矩阵 范 数 上 | ，。|，。 及 上 ， 上 | # 都 是 相 容 的 , | 。 | 。 不 
相 容 . 
证 明 先 看 上 。 | 。 , 举 一 反 例 即 可 说 明 . 
例如 4 一 (1,1), 吕 一 (1,1)7, 则 4B 一 (2). 于 是 4 1 。 王 1 一 


5 范 数 及 给 阵 函数 


1 号 | 而 1 481。 一 21 41 |B ,不 满足 相 容 性 . 
再 看 | 。 | my] , 设 4 一 (ay )sxn ,B= (bs ) sx ,于 是 


lAln al = (2 PD ler)(D P16 1) 


j=1 p=1 


所 以 上。 中， 满足 相 容 性 . 
对 于 Frobenius 范 数 , 设 


人 一 (ai ) ,xn 一 : 9 
or 
B= (6; )x: = (PB, ,p,), 
其 中 0 六 EC 根据 定义 5. 2. 1, 有 


及 
141 一 > 1a; l= >) el3, 
; i=1 


1 了 


| BI 一 之 1 = 六 08 
而 4B= (aHp;),x, ,根据 定义 5. 2.1, 再 用 C- HB 不 等 式 可 得 


5 上 
| 4B I$ = > > | hp |: 
ti 一 1 了 一 】 
s i 
<D Dalilpl? 
了 一 1 


i=1 


s 1 
2 es li DU Hp 
i=l 5 一 1 


IAS Bl?, 
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所 以 上 ，||: 是 相 容 的 和 矩阵 范 数 . 

证 毕 . 

矩阵 范 数 | 。 | 。 与 此，|| = 虽然 都 是 相 容 的 矩阵 范 数 ,但 也 都 有 缺 
点 .例如 中 I， 二 ,对 于 CC" 中 向 量 半 ,当然 生 可 看 作 是 矩阵 ,于 是 


上 面 的 不 等 式 是 不 能 令 人 满意 的 . 对 于 Frobenius 范 数 , 由 于 I 三 
Vn, 故 也 有 同样 的 缺点 . 现在 我 们 要 来 找 出 一 种 矩阵 的 范 数 ,使 对 一 切 非 
零 向 量 瑟 , 既 满足 相 容 性 , 上 4 天 上 委 1 441 天 上 ,又 不 致 于 把 上 4‖ 放 得 
太 大 . 

定理 5.2.2 设 |‖|. |, 为 C"(m 王 1,2,…) 上 某 类 范 数 , 则 对 每 一 矩 
阵 4, 有 


AX|，, 
| 2 = mex, | AY ,, 


max: 
Xzx0 | 于 


141 三 BP | 4Y 1 ， (5. 2. 1) 


为 相 容 的 矩阵 范 数 ， 

证 明 首先 | 4Y| ,是 AY 的 分 量 之 连续 函数 ,而 后 者 又 是 Y 的 分 量 
之 连续 函数 ,因此 上 AY|, 是 Y 的 分 量 之 连续 函数 . 又 根据 ‖。|, 与 
上 。 ;的 可 比较 性 知 , 上 Y ,= 二 1 是 有 界 闭 域 ， 故 max 上 AY 上 ,存在 . 


Nr, 


而 咱 AY|‖, 实 0, 因 此 式 (5. 2. 1) 确 定 的 是 非 负 实数 . 下 商 青 证 它 满足 正定 
性 等 . 

1 对 于 任 一 列 数 为 二 的 非 零 矩阵 4 ,由 于 4 的 秩 至 少 是 1, 故 AX=0 
的 解 空间 维 数 至 多 为 (n 一 1). 因此 ,C 中 必 存 在 Y,, | Yu ‖ ,二 1, 而 AY。 
天 0, 于 是 外 4 | ,>0, 所 以 | 4Y|| 。 的 最 大 值 恒 正 . 即 式 (5. 2. 1) 确 定 的 
1 4 满足 正定 性 . 


5 范 数 及 给 阵 函 数 


2 由 于 上 AMY | ,一 1& 咱 AY| ,, 取 条 件 ‖Y ,二 1 下 最 大 值 , 即 得 齐 


次 性 满足 . 
3° 在 条 件 | Y | ,二 1 下 ,有 


| (4+B)Y | ,= 1AY+TBY| < | AYI ,+ | BY|, 


< ex, 1 AY| "十 Wx, | BY | , 


二 41 十 B11， 
再 取 最 大 值 , 即 得 三 角 不 等 式 成 立 . 


| ax, 1 AX | ， 
人 因为 人 ax TXT。 全 和 和 


1AX1 .1AN XI ,, 


此 式 当 义 ==0 时 也 成 立 . 
同样 对 和 矩阵 了 也 有 


lBY| ,< |BI IY|,, 
于 是 
[4BY| .< lA BY ABLE 
取 上 式 在 条 件 | Y | .一 1 下 的 最 大 值 , 即 得 
14B1s<i141181， 


故 式 (5. 2. 1) 确 定 的 是 相 容 的 矩阵 范 数 ， 
证 毕 ， 


定义 $.2.3 称 式 (5. 2. 1) 确 定 的 矩阵 范 数 为 算 子 范 数 (由 | ， 


导出 的 ). 
定理 5.2.3 设 A=(a;),xs; 则 


1 A411 = max ,1AY 1 = max{ 2 | ai | }; (5. 2. 2) 


Yl 
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2° | 4|1 :三 az, 14Y | ,= Vo(4 4) ; (5. 2. 3) 
= 
3” 1141 。 = 1 ax 1AY | = max{ 2) | az 1}. (5. 2. 4) 
;=1 


证 有 明 设 Y 一 (ya ? y2 yy ) 


1 设 max{ 了 | a 中 = 1 au 1, 于 是 在 条 件 


lz = > iyl=1 
下 ,有 


5 


EE\AM DD > | a ||y, | 
i=1 j=l 


i=1] j=] 


= 2 2 1asl1ly | 
j=1 i=1 

< al Dy |= 3 |a |, 
i=1 j=1 i=1 


又 14e | 一 >) 1aw1, 故 式 (5.2.2) 得 证 
2” 由 于 ‖ AY? 一 YANAY, 根 据 Hermite 阵 4H4 的 Rayleigh 商 知 ， 
上 AY 的 最 大 值 ( 在 条 件 YEY=1 下) 为 半 正 定 阵 AA 的 最 大 特征 值 = 
p(4H4) , 故 式 (5. 2. 3) 得 证 . 
3" 设 


在 条 件 1Y 1- 一 max{|y|} 二 1 下 ,每 一 |y; | 二 1(1<i<n) ,于 是 AY 
第 ; 分 量 的 模 


5 范 数 及 矩阵 函数 


nn 
| 2 asy; 
j=1 


< >， | az || y; | 
1 (5, 2. 5) 


n n 
< a las), 
j=1 了 一 1 


因此 , 4AY | 过 》 | o | 对 一 切 满足 1y|| 。 = 1 的 了 成 立 . 
j=1 


又 令 


(0) — 
了 


| | as | /ay (ag 天 0)， 
1 (ay 一 0) 9 


作 针 二 Cy …,y0)7, 则 Y= 二 1, 且 AY 中 的 第 分 量 为 > | mw |. 
j=l 
又 由 式 (5. 2. 5) 知 
| AY, | ~- 一 >， | ap | ， 
j=1 


故 式 (5. 2. 4) 得 证 . 

证 毕 . 

从 算 子 范 数 的 定义 不 难看 出 ,单位 矩阵 工 的 任何 一 种 算 子 范 数 都 等 
于 1. 因 此 , 算 子 范 数 是 常用 的 相 容 矩 阵 范 数 . 


5.3 两 个 收敛 定理 


定义 ” 设 有 和 矩阵 序列 (44) ,其 中 A 二 (zx 仿 )sxn. 若 rn 个 数列 {x 信 ) 极 
限 存在 , 即 limz 史 一 ay Gj 一 1,2, ,20)， 则 称 和 矩阵 序列 (4 收敛 于 矩阵 
(os )ww. 若 算 隆 级 数 > "4 的 部 分 和 序列 { > 4 } 当 上 -> co 时 收敛 于 
(sy ) cn 9 则 称 该 矩阵 级 数 收 仿 于 和 (sy ) xn ; 记 


DD) A, = C85 ) we0. 
m=1 
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定理 5.3.1 设 AEC”, 则 limA* 一 0 的 充 要 条 件 为 4 的 谱 半径 


p(A)=1. 
证 明 设 A 的 Jordan 标准 形 为 J=diag(Ji,…,J,) ,其 中 


[a: 1 0 0 
0 A 1 0 
J=|: : : : ， (5. 3. 1) 
0 0 0 1 
LO0 0 0 Ai » xr 


则 P-14P 二 J ,于 是 
PAtP=Jf=diag(]Jt 9 下) 9 
由 于 和 矩阵 了 与 & 无 关 , 故 


limA* 一 OO 人 lim 天 一 O 人 lim 天 一 DO G=1,2,,s). 
ko0 kroo 有 oo 


(5. 3. 2) 
根据 第 3 章 习题 之 第 15 题 , 有 
lgQ) EGG co] 
天 二 0 gQ) 和 … 0 
0 0 a) 


0 0 2 gCAi) rxr, 
其 中 g(x) 一 x*. 因为 当 >co 时 ,有 


k"™ |Ai|*—00|4; | 过 1 (m=0,1,." ,7;—1), 


5 范 数 及 给 阵 函 数 


[< (=1,2,,5)Op(h)<1, (5. 3. 3) 


根据 式 (5. 3. 2) 及 式 (5. 3. 3) 即 得 所 证 . 
证 毕 . 
下 面 研究 矩阵 谱 半 径 与 范 数 的 关系 ， 
定理 5.3.2 设 AEC™x", 则 
1 对 任 一 类 相 容 的 矩阵 范 数 | 上、 上 , 均 有 p(C4) 委 1 4 
2° 对 任 给 se>0, 总 存在 相 容 的 矩阵 范 数 | 。 上. ,使 
o(4) 十 e>> 41 .. 


证 明 设 为 4 的 最 大 模特 征 值 ,XX 为 相应 特征 向 量 , 则 


AX=AoX， 
于 是 
4X1 二 上 4o 关 = 二 |4o 川 关上 
二 p(4) |X | ， 
而 
14X1 志 上 AlN XI ， 
又 


Xl >>0， 


故 2(C4) 委 1 4 1 ,1° 得 证 .* 
设 给 定 se>0, 利 用 4 的 Jordan 标准 形 , 设 


Maz 0 … 0 0 
0 AMz as 0 0 
P :4P 一 : : ， 
0 0 An~1 Cn 
0 0 0 0 An 


* ”车 上 。 上 只 对 方 阵 有 定义 , 则 作 B= (z,，……z)，, 易 证 对 吕 仍 有 4B 一 如, 便 可 同 理 证 工 . 
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其 中 a 或 为 1 或 为 0. 
记 
pas 人 和 (中 ) ) 
定义 


=|DP MPD1 (VMEC™"), 


根据 习题 5 的 第 11 题 知 上 ， || 。 是 C™* 上 相 容 的 矩阵 范 数 ,又 
a Se 0 0 0| 
0 Xz 六 0 “0 0 
D-:P-14PD 一 ， 
0 0 0 A 人 
Lo 0 0 0 A 
故 
141.= 一 1 DP APD | <p(A)+$<p(A) +e, 
2" 得 证 . 


推论 1 设 AEC™" ; 则 limA* 二 OS 存在 相 容 的 矩阵 范 数 | 
141<1. 
证 明 ”充分 性 可 直接 由 定理 5. 3. 2 之 1 及 定理 5. 3. 1 得 证 . 


“ | ,使 


至 于 必要 性 ,根据 定理 5. 3. 1 可 知 若 lim4 一 D, 则 pC4)<1. 令 ee 一 1 
一 (4) ,于 是 es 之 0, 由 定理 5. 3. 2 之 2" 知 存在 相 容 矩 阵 范 数 | ， || ,使 


| 4 1 <o(4) 十 se 一 1 
证 毕 . 


5 范 数 及 甜 阵 函数 


类 似 可 证 下 面 的 推论 2. 
推论 2 设 AEC™,R 为 正 实数 , 则 pC(A) 二 RS 存在 相 容 范 数 使 


| 4 | <R. 


推论 2 说 明 谱 半径 小 于 与 存在 相 容 范 数 小 于 尺 ,这 两 个 条 件 可 以 


互相 替代 . 


下 面 给 出 矩阵 宪 级 数 的 收敛 定理 ， 


定理 5.3.3 设 复 变数 zx 的 震级 数 > anz” 的 收敛 半径 为 R,AE 


Ce", 则 矩阵 震级 数 站 aoA” , 当 p(4)<R 时 收 伊 , 当 p(4)>R 时 发 散 


证 明 与 定理 5. 3, 1 的 证 明 相 仿 , 我 们 仍 用 A 的 Jordan 标准 形 , 设 
如 式 (5. 3. 1) 所 示 ,再 设 


于 是 
k 
根据 习题 3 之 第 15 题 ,有 
[Si Qs) SO) 
0 S00) 
Si (J;) = 
0 0 
L 0 0 


人 
>， anZm 一 Se(Z)， 
m=0 


DanA” = Si(A) = PS DP 


一 PdiagLS， (J1) ,Se (J,) ]P- 1. 


SE (i)] 


2 CAi) 


(r:—1)! 


(ri—2)! 


Se Ai) 
Sh (Ai ) J ri Xr 


(1=1,** 


(5. 3. 4) 


(5. 3. 5) 


,5). 


(5. 3. 6) 
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由 于 寡 级 数 在 收敛 域内 可 逐 项 求 导 ,又 o(4)<R 保证 了 4 的 每 个 特 
征 值 1; 均 在 收 伍 域 内 , 故 当 4->cc 时 , 式 (5. 3. 6) 极 限 存在 . 若 CCA) > R， 
则 至 少 有 一 特征 值 ) 其 模 大 于 及 , 故 > ay 发 散 ,于 是 S.J,) 发 散 . 根 


据 定义 ,定理 得 证 . 
证 毕 . 


5.4 ”矩阵 函数 


定义 ” 若 复 变量 函数 f(x) 二 > anz”，|z<R, 设 4ECx"o(4) 
ni=0 


ee 


<R, 则 定义 F(4) 一 > ah”. 


二 0 


例如 ,对 一 切 x 均 有 


， 2 《一 1)mz2m+1 
Sn 2 (2 十 1)1 ， 


(2zz) 1! 


(1—zx) = Dx" (|z|<D), 
m=0 


A? A” 
ItA+ToT tt (5. 4. 1) 
1 一 一 _A [EE 一 一 mA a 
sin4 二 A 3T 十 十 (一 1) CTJT 十 ， (5. 4. 2) 


5 范 数 及 矩阵 函数 


A”™ 


二 J 一 多 二.… 二 (一 ])" 和 二.… 
cos4 一 [一 31 十 人 十 (一 1]D)” ott (5. 4. 3) 
对 于 谱 半径 小 于 1 的 复方 阵 和 A 有 
(1 一 4 和)! 二 I 十 和 十 铺 十 … 十 4A” 十 …. (5. 4. 4) 


式 (5.4.4) 之 (I 一 4) 确实 是 I 一 A 的 逆 , 因 为 当 p(4)<<1 时 ,1 不 是 
4 的 特征 值 , 故 (1 一 4) 存在 . 又 根据 定理 5. 3. 1 知 limA* 一 0. 而 


(1 一 A) (I 二 A 十 … 十 4*-!1) 二 I 一 At， 
因此 
I 二 A 十 … 二 At! 二 (I 一 A)-1(I 一 A*)， 


令 k 一 co, 便 得 
24" = (1—A). 
和 一 0 


从 式 (5. 4. 1),(5. 4. 2) ,(5. 4. 3) 不 难得 到 下 列 公 式 ， 


ea 一 cosh 十 isinh， e *=cosA—isink, 


于 是 
cos4 一 方 (om 十 era)， sin4 一 方 (em 一 ea)， 
1 
1 0 0 1 
例 1 已 知 A 一 |。 |,B=| “|, 分别 求 ee 及 er 
0 0 0 0 


ef 一 IT 二 A 十 … 十 全 十 … 
mm. 
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对 于 B, 由 于 访 二 OQ, 故 


1 1 
2=1+B=| | 
0 1 


1 1 
对 于 A 十 B= | ;而 (4 十 B)? 二 A 十 B,…, 故 


当 算 阵 比较 复杂 时 ,直接 用 乍 阵 备 级 数 求 会 很 麻烦 ,下 面 先 介绍 一 个 
基本 公式 . 
车 f(z) 一 anz", 仍 用 式 (5. 3.4) 的 符号 , 则 limS(z) 一 f(z). 由 


式 (5. 3. 6) 和 (5. 3. 5) 以 及 定义 可 得 下 面 的 定理 . 
定理 5.4.1 设 AEC**,p(4) 过 R, 其 Jordan 标准 形 如 式 (5. 3. 1)， 
又 xz) 为 z 的 解析 函数 (|z|<R) , 则 


f(A4)=Pdiag[L 7) FJ)]P 1， 


其 中 
Fn (Ai) 
fi) fF OA) CDT 
0 ai) 广 一 Qi 
FoD)= 221 (5.4.5) 
0 0 “0. f Qi) 
0 0 机 JAD) riXr 


5 范 数 及 矩阵 函数 


a 0 0 
例 2 已 知 A4==10 a Ee 
0 0 
解 ” 先 求 sinh. 现在 相当 于 f(x)==sinz, 而 4 是 一 个 由 两 个 Jordan 
块 构成 的 Jordan 阵 ,直接 代 公 式 (5. 4. 5) 便 得 


sina 0 0 
0 sina cosa |. 


0 0 sina 


sinA4 一 


再 求 sin4z. 现在 相当 于 f(x) = 二 sinzxt, 注 意 到 (x) 二 tcosxt, 代 公式 


(5. 4. 5) 便 得 
sinat 0 0 
sinAt 一 0 sinat a . 


0 0 sinat 


对 于 一 般 方 阵 4, 若 用 公式 (5. 4. 5) 求 F(4) , 则 要 计算 变换 矩阵 P. 
例 1 中 由 于 记 一 0, 则 8B 的 窒 级 数 化 为 有限 项 之 和 . 一 般 的 ,可 利用 矩阵 
的 最 小 多 项 式 来 进行 . 为 此 先 研 究 两 个 解析 函数 f(x) 与 g(x), 有 f(A) 
二 g(4) 的 条 件 . 

从 式 (5. 4.5) 可 见 FJ 由 fF), 六 G0),…,f"-? (4;) 的 值 唯一 确 
定 ,r; 为 J 的 阶 数 ,而 对 应 于 特征 值 Me 的 Jordan 块 最 高 阶 数 又 唯一 取决 
于 和 的 最 小 多 项 式 中 4 一 ho 的 方 宕 , 故 有 下 面 定理 . 

定理 5.4.2 设 AEC"x",A 的 最 小 多 项 式 为 


12(A) 一 (一 MD) (一 12)2 AA)’ , 


其 中 久 ,Xz2，…,24, 互 异 . 若 jz) 与 g(Cz) 均 为 工 的 解析 函数 , 则 FA4A) 王 
g(4) 的 充 要 条 件 为 对 4 的 每 一 特征 值 A;(i 一 1,2,…,r), 均 有 


fMi)=gNi) 9 “**y fu Mi) =g sD (Mi). (5. 4. 6) 
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称 式 (5. 4. 6) 为 f(x) 与 g(Cz) 在 4 上 谱 值 相等 . 


a 0 
例 3 已 知 4=|0 4a | ms sin4. 
0 0 &a 


解法 1 A 的 特征 值 多 项 式 为 | 并 一 和 A 二 (A 一 a); ， 又 4 一 af 秩 为 1， 
故 和 的 Jordan 标准 形 为 
a 0 0 
J= : a 中 
0 0 a 


在 第 3 章 中 已 求 得 


根据 公式 (5. 4, 5) 即 得 


1 2 Orsinn 0 0 一 2/3 0 
sink 一 3 ， 0 sina 四 0 1/3 ， 
0 0 1 0 0 SinCj LO 0 1 


sina 0 四 


0 sing 3cosa 


0 0 sina 


解法 2 从 解法 1 求 出 的 了 知 4 的 最 小 多 项 式 为 (4 一 a)?, 故 (4 一 
af)?* 一 0, 因 此 对 于 m 之 2 的 4" 均 可 化 为 4 的 次 数 不 超 过 1 的 多 项 式 , 故 
可 设 

sin4h 王 cof 十 CA. 


令 f(z) 二 sinz,g(Xz) 二 co 十 cix. 根据 定理 5.4.2,f(a)==g(a), (a) 


5 范 数 及 撼 阵 函数 


一 ga) , 故 有 
sinC 一 co 十 clC， cosa 一 Cl， 
所 以 求 得 
co 一 Sina 一 CQcosa， Cl1 一 cosa， 
sin4 一 (Sina 一 acosda) 了 十 (cosa)A 
sina 0 2cosa 
一 | 0 sina 3cosa | . 
0 0 sina 
0 0 1 
例 4 已 知 4 二 | 2 一 1 2 |, 求 及 et. 
一 1 0 一 2 
解 4 的 特征 多 项 式 为 
A 0 :一 1 
MT 一 4| 一 | 一 2 ) 十 1 一 2 | 一 人 十 1)3， 
1 0 A 十 2 
又 4 十 工 的 秩 为 1, 故 4 的 Jordan 标准 形 为 
一 工 0 0 
JJ 一 | 0 一 工 1 |， 
0 0 —1 
因此 ,A 的 最 小 多 项 式 为 0 十 1)?, 故 (4 十 了 ?一 0, 所 以 可 设 
ed 一 co 了 十 clAA. 
令 


f(xX)=e’, g(xX)=cotcx, 


根据 定理 5. 4. 2, 式 (5. 4.7) 成 立 当 上 且 仅 当 


(5.4.7) 
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f(—1)=g(—1), f(—l)=g’(—1), 


于 是 


解 出 co 一 2e 1: sC1l 一 e 1! , 代 和 人 式 (5. 4. 7) 即 得 


0 0 0 0 1 
=2e!1|0 1 0l+e!| 2 一 1 2 
0 0 1 一 】 0 一 2 
2e 1: 0 e-1 
一 | 2e1 el 2e |， 
一 el 0 0 
由 于 
4 =D EF, G+D’=0, 
m=0 2， 
同 理 可 设 


=co (Te (A, 
令 
f(x)=e*, g(xz)=co(t)+o (it)z, 
根据 定理 5. 4. 2, 有 
f(—D)=g(—1), 广 (一 ID) 一 & (一 1)， 
可 得 


解 得 


co(t 一 ie :十 ecl(t) 一 ie ', 


5 范 数 及 纸 阵 函数 


(十 1)e 一 0 ie 
2te e 2te | 


一 te 0 (er 


注 : 使 用 定理 5. 4. 2 时 若 最 小 多 项 式 不 易 找到 , 则 可 用 特征 多 项 式 来 
代替 . 


5.5 和 矩阵 函数 名 与 线性 微分 方程 组 


先 研 究 e* 的 性 质 . 
定理 5.5.1 设 A,BEC”” ,0 为 阶 零 矩阵 , 则 


1? ge 0 一 了 


2° 若 AB 一 BA, 则 e+ 一 ee 一 ee 


3”(e4 ) -1 一 e 4. 
证 明 1 直接 由 式 (5. 4. DD 得 证 
2 由 式 (5. 4. 1) ,有 
es 二 多 (5.5. 1) 
m=0 * 
At\/e BB 
ee? 一 全 一 ). 。 5， 
e (> 1) (2 1) (5. 5. 2) 


式 (5. 5. 2) 右 端 htB: 的 系数 为 如 让 设 & 十 /二 p, 则 式 (5, 5. 1) 右 端 
仅 在 (4 十 B)? 中 出 现 A*B'. 由 于 4B 一 BA, 由 二 一 项 式 定理 ， 式 (5. 5. 1) 中 
A*B' 系数 为 


二 (证 也 1 
p! 1! )=71at: 


所 以 式 (5. 5. 1) 与 式 (5. 5. 2) 右 端 相等 , 即 +3 一 etes. 由 于 4B= Bh， 
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A*B!' 二 B'A' , 故 式 (5. 5. 2) 右 端 一 
3" 4 与 一 4 乘积 可 交换 ,根据 1 与 2 得 
一 t(D) 二 ete-4, 


所 以 & 可 道 ,是 (e*) 1! 二 e 4. 

例 ”利用 定理 5.5. 1 之 2° 来 计算 上 节 例 3 中 4A 之. 
0 0 2 
解 ” 由 于 A==af 十 B, 其 中 B=|0 0 3 
0 0 0 
一 ed es 又 Bi 二 0O, 所 以 二 1 十 B, 因 此 


;而 al 与 B 可 交换 , 故 所 


ee 0 1 0 2 ee 0 2e 
eé=|0 ee 01|0 1 : 一 |0 es < , 
0 0 0 0 1 0 0 & 


现在 研究 ee ,其 中 : 为 参 变量 . 首先 引进 和 矩阵 的 导数 与 积分 . 
定义 ” 若 矩 阵 A(z) 二 《as (2)) 的 每 个 ay 02) 可 微 , 则 定义 


A 
车 每 个 元 ay (2) 可 积 , 则 定义 
[awa= (| pad) 


对 于 不 定 积分 可 类 似 定 义 . 
按 定义 容易 证 明 如 下 性 质 : 


+ 


dz [AD 十 BCD] 一 de 


d 
号 [4(DBCD] 一 [$0 ja HAW HB). 


5 范 教 及 敌阵 函 教 


定理 $. S. 2 Se eA—Ae. 


证 明 由 于 eA 二 Ae? , 故 只 需 证 第 一 个 等 式 . 设 4 的 Jordan 标准 形 
如 式 (5. 3. 1), 于 是 由 公式 (5. 4. 5) 有 


ee =—=Pdiag(en’,.,e')P '=Pe’P"!, 


其 中 
， | fl er 
ev te C1 
et 一 : : : (k=1,2,.,s). 
0 0 Ett TX 
由 于 P,P 与 上 无 关 , 故 
du-pdrnp- 
下 入 PeP ， 
又 
pj: d 1 ad ot 
He diag (Se 9 ,再 )， 


Apt’ "EA: 。 im 1 et 、 : . 
Om toni I ( 当 ]7 二 m 时 ,只 有 第 一 项 ) 


正 是 exJi 之 Cm, 站 元 ,所 以 


Ger 一 ex 9 
于 是 
Pp Serp7 一 PerP-IPJP-1， 


即 
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do 
HA. 

证 毕 . 

注 :如 果 对 和 的 告 级 数 展开 式 》) 全 人 7 关于 纪 逐 项 " 求 导 , 则 也 得 到 


e*A. 事实 上 ,对 解析 函数 fz) 用 定理 5. 5. 2 的 方法 ,可 证 “ 逐 项 ” 求 导 是 
允许 的 , 且 


[FFC 一 F(4)4 一 4F (M7). 


定理 5.5.3 设 4ECx" ,EC XCDECx:, 则 初 值 问题 


dz (5. 5. 3) 
闫 (0) 二 XX0 


| 一 AKCD， 
有 唯一 解 
X(t) =esX,. 
证 明 首先 XCO) 一 @ 和 一 向， 且 全 oreXo 一 AceXo, 故 X(t) 一 时 蚌 。 


是 式 (5. 5. 3) 的 解 . 
再 证 唯一 . 令 Y(z) 二 e * 半 (z) ,其 中 关 (z) 为 式 (5.5. 3) 的 解 , 则 


Y(0)=e XX(0)=X,, 


又 
SY) =—Ae “X(t) +e AX()—0, 
故 
Y0) =Y(0)=X,, 
于 是 


5 范 数 及 矩阵 函数 
(t=) =et¥. 
证 毕 . 
定理 5.5.4 设 AEC™YX",B(G)EC™Y:, 处 (1)EC"xX;:, 则 非 齐 次 线性 微 
分 方程 组 的 初 值 问题 | 


FX) 二 AX(z) 十 B(1)， ， 
(5. 5. 4) 


的 解 为 
XC() = Xo | eB 


证 明 ”对 微分 方程 组 作 变 换 , 令 
Y(t)=e 4¥(), 


于 是 
LY(D) =——eAX()+e« [AX(z) +B(z)] 
一 e “4B(), 
积分 得 


YC) 一 Y(0) 一 | ecBCDd， 
而 Y(0) 一 X , 即 得 
KX() = oY(D) 一 AK, 十 的 | ‘eB dz, 


证 毕 . 
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5.6 和 矩阵 对 和 矩阵 的 导数 


本 节 在 实数 域 中 考虑 . 
有 些 问 题 中 引进 矩阵 对 抢 阵 的 导数 ,将 会 使 运算 式 变 得 简洁 , 例如 ， 


用 多 元 函数 微分 学 的 方法 考虑 实 二 次 型 


Dasziz; (其 中 aj = a5) 
在 条 件 2)z = 1 下 的 极 值 时 ,需要 同时 考察 多 元 函数 


FCzza yzo) = Dasyriz; —A( 2 7? —1) 
i i=1 


中 人. aF 9F ., 9F 
的 n | 阶 偏 导 5 yx， :7 


若 引 进 和 矩阵 六 二 (zl ,X20 Ki)T ,A (as ) nxn , 则 F 可 看 作 是 n 行 1 
列 的 矩阵 匀 的 数量 旺 数 , 记 为 FLX) ,于 是 
F(X)—=¥'AX—A(XTK—1). 
2 个 一 阶 偏 导 也 可 写成 矩阵 形式 , 记 
dB (28,3F,..., 2) 


dX zl 9x2 ’ 7, 
于 是 可 得 
dF 加 
4 一 244X AX). 
推广 到 和 矩阵 的 矩阵 函数 


定义 设 有 矩阵 4 一 (ai )pxs 及 站 一 (zj )wx 而 每 个 Qj 为 zy 〈& 一 1， 
2, ,NL 二 1,2,…,s) 的 nXs 元 函数 , 则 称 和 矩阵 4 为 矩阵 站 的 函数 , 记 为 
A(X). 阁 每 个 d 对 每 个 变 元 zw 均 可 导 , 则 称 4 可 导 . 并 规定 A 对 里 的 


5 范 数 及 甜 阵 函数 


导数 
24 .. 24 
9x11 9x1s 
dM_ 
dd 成 9 
24 ene0 9A 
QTnl Ck 
其 中 


4 _ /9as 四 
QTN (党 ) (k=1,2, "nsl 1,2,.,5). 


请 注意 , 输 是 一 个 xXp 行 :Xg 列 的 矩阵 . 常见 的 情况 是 4 为 数量 ， 
或 4 与 Xr 都 是 列 ( 行 ) 矩 阵 . 下 面 分 别 就 这 两 种 情况 来 研究 . 
例 1 设 A=(a; ) x; 为 常量 矩阵 ,下 一 (xs ) nxs ; 则 


trAX = > Sanza. 
1=1 k=1 


由 于 

3 (AX) =a;, 
所 以 

(trAX)—AT 

了 ， 
又 因为 

trAX=trXA=trATXT, 

所 以 


(trXA) 一 入 (trATXT) 一 A7. 
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特别 ,当头 为 方 阵 时 ,由 于 和 =IX, 所 以 


入 xX 一 -to 一 工 


例 2 设 和 = (zs)wn, 且 detX 关 0, 则 
detX = Dx, (i=1,2,"……,n), 
其 中 X; 为 zx; 的 代数 余子 式 . 于 是 
3 de) —Xs (i,j=1,2,. 71), 
而 第 i 行 第 7 列 元 素 为 X; 的 n 阶 方 阵 就 是 XX 的 伴随 矩阵 之 转 置 . 又 adj 慰 


一 (detX)X-! , 故 


各 (detX) =(detX) (X-1)T. 


矩阵 关 的 数量 函数 ,其 导数 有 下 列 性 质 . 
定理 5.6.1 设 Fz),g(z) 均 为 maXs 和 矩阵 和 一 (zy ) 的 数量 函数 , 且 
可 导 , 则 


1 26=( 转 )， 
ax (dz) ; 
2° 总 [a f+bg(X)J=a $+o 人， 


。_d 一 rd dg 
3 3KL/ (CX) 8X) =gX + 


该 定理 可 以 直接 根据 定义 进行 证 明 , 这 里 作为 习题 . 
下 面 考虑 列 ( 行 ) 和 矩阵 对 行 ( 列 ) 和 矩阵 的 导数 . 
例 3 设 常量 和 矩阵 和 A= (45)wxny 半 二 (zi ,zz Ta)7; 则 AEX 为 mX1l 


和 矩阵 ,其 第 ; 分 量 为 Dasz, ;由 于 它 对 z; 的 偏 导 为 a5 , 故 根据 定义 


5 范 数 及 撼 阵 函数 


_d 一 
TAX 一 4. 


特别 当 A 二 时 , 即 得 -人 = 


根据 定义 ,一 般 的 列 和 矩阵 站 = (zi ,x2，… ,za)' 的 矩阵 函数 


A(X)=[aiX) ,as CX) ,a, (KX), 


又 X 的 导数 为 


9ar 
gx1 


3a: 

DZ1 
同样 

ga 


9Xx1 


dal 
OTn 


定理 5.6.2 设 A(X),B(X)ER™Y!,XER"™!,f(X)ER,A,B,f 均 


可 导 ,a,b5ER,MER"X:, 则 


。 d _ d4 ，dB 
1 a A +t) -a yr to yr 


" 沟 -( 状 )" 


。d yA. 
3 2 MA I—M yr 


。_d_ -4-df rd4 
4 /ANJA at rs 


gar 


dx2 | 


9a， 
zz 


9az 
9x1 


ga> 
DZn 


dB 


da， 
9Zl 


da: 
DT 
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。-d 4TB) 一 9 有 二 dB- 
5° AB) -TrB+TyA. 


证 明 1",2",3* 作 为 习题 ,请 读者 自 证 ,下 面 先 来 证 4 
因 攻 [LACOOACX)] 为 *Xn 矩阵 ,其 第 ; 行 第 7 列 元 素 为 


9 fa: 加 
9 a 


aaa 


i Qi 9x; ” 
正好 与 4 8 十 f 4 答 的 第 i 行 第 ; 元 列 元 素 相等 , 故 4 得 证 . 
再 证 5 由 定义 及 第 5. 5 节 和 矩阵 乘积 求 导 的 性 质 有 


dr _/3ATB 34IB . 3ATB\T 
二 [4 OB T= ($e ) 


gz ”gz ” QZ， 
_1ahT ahT， ar NT 
= ($B, -PB， ,57-8 ) 
raB ,19B .. ,tr 9B\! 
+ (4 区 ,4 3 ) ， 
又 
+ 9B _3BT 
4 dXx; gz ” 
因此 
a47] faBr 
dzi 9Z1 
drar | : : |4_d42 ,dB 
[4 (X)B(X)| : | 了 十 | : 入 一 了 去 了 十 dA 
aAT aBT 
9xn Oxn 


证 毕 . 


例 4 设 f(X) 二 XIAX, 其 中 A 二 (Cas) 为 实 对称 阵 ,和 XER", 则 根 
据 定理 5.6.2 之 5",2",3" 以 及 例 3 可 得 
。182 。 
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GL£—(dX™/dX)AX+ (dX'A/dX)X—IAX+AX 
二 2AX. 
特别 A==I 时 ,可 得 


Ad xrw) = 
XX X=2X. 


而 由 和 乘 数 法 知 导 74X 在 条 件 半 "X=1 下 的 极 值 点 X。 必须 满足 
d = 
IX AX—AXX—1)]=0, 


将 上 面 结 果 代 入 得 % 为 线性 方程 组 4X 一 i 的 解 , 即 4 为 4 的 特征 值 ， 
X 为 相应 的 单位 特征 向 量 . 


习题 5 


1. 完成 第 5. 1 节 中 例 1 的 证 明 . 
2. 在 (人 中 设 闫 = (x sT2 ,Xn) ,对 于 正 实数 Ql1 390Q29 °° Un 规定 


XI = > Izi| (VXEC), 
试 证 : | 。 | 是 C 上 范 数 . 
3. 设 上 .上 ,与 上 ， | 均 是 C" 的 范 数 ,ki ,ks 为 正 实数 , 试 证 : 
XI = | Xt | XI (CVXEC') 
是 C 的 范 数 . 


4. 设 和 4 为 n 阶 正定 阵 , 定 义 上 XI 二 VXHAX, VXEC'. 

(1) 试 证 : | 。 | 是 C" 的 范 数 ; 

(2) 当 4 一 diag(di dd) ,其 中 过 0G 一 1,2,…,2) ,具体 写 出 
| 天 1 的 表达 式 . 
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5. 在 C" 中 证 明 : 对 任 一 半 EC", 有 
(1) | Xl | ; 
(2) ip. gl 2 安 ip. 1SV/n | 半 | >; 
(3) | XI。 |XI| :<n | XX. 
6. 在 一 维 线性 空间 R 中 ,绝对 值 |* | 是 R 中 的 一 种 范 数 , 试 证 :对 于 
R 中 任 一 种 范 数 ww(。) , 必 存 在 正 实数 < ,使 
vx)=alzx| (YZzER). 
7. 将 上 题 之 结论 推广 到 复数 域 上 一 维 线性 空间 V(C) , 设 ‖ 外 。 | 为 
VC) 的 指定 范 数 ,ww(。) 为 VC) 的 任 一 种 范 数 . 
8. 设 上 。 | 为 相 容 的 矩阵 范 数 , 试 证 ， 
(1) | 了 工 | 之 1#; 
(2) 车 和 4 为 可 道 阵 ,4 为 4 的 特征 值 , 则 
T1471 7Al 志 上 41. 
9 试 证 ; 4 站 = 二 =n 和 上， ,VAEC"** 是 相 容 和 矩阵 范 数 . 
10. 设 上 ， 是 Cx** 上 相 容 矩阵 范 数 ,4 为 n 阶 可 道 阵 , 且 1 41-: 
二 1. 试 证 : 
IM| .= 1AMI| (VvMEC™") 
是 Cx"* 上 相 容 矩阵 范 数 . 
11. 设 上 ， | 是 C*** 上 相 容 矩阵 范 数 ,A 为 n 阶 可 逆 阵 , 试 证 ; 
Mi 4= 1A'MA (YMEC™**) 
是 C“" 上 相 容 矩阵 范 数 ， 
12. 设 4E Cexn". 
(1) 试 证 ; 若 A84 二 工 ; 则 | A | F—=Vn, | A | 2 一 1; 
(2) 试 证 : 41: 委 141z<w2 4;. 


5 范 数 及 纸 阵 函数 


13. 设 。 上 | 为 C™ 上 相 容 矩阵 范 数 ,和 且 41 <<1. 
GD) 试 证 : (一 A) 一 T1441Q 一 141)7， 
(2) 车 =1, 试 证 : (1 一 4 上 < 一 1414). 


4 O 
14， 假 设 分 据 对 角 阵 M 一 | |, 若 已 知 141r 一 <, 1B1r 一 ， 


14 上 z==c, Bl 二 4, 分 别 求 上 Ms 和 MM. 


15. 证 明 : 对 任意 矩阵 4, 41 过 141 141-. 
16. 假设 AEC™", 上， 是 C”" 上 相 容 的 矩阵 范 数 ,证 明 : 


lim | A* | * =p(A). 
17. 设 4 为 n 阶 方 阵 , 试 证 :limA* 二 了 的 充 要 条 件 为 4 


18. 设 nn 阶 方 阵 A 的 谱 半 径 小 于 1, 试 求 Dma”. 


19. 设 和 4 为 n 阶 方 阵 , 试 证 : 
(1) dete =e™; 
(2) 若 引 。，|| 为 相 容 和 矩阵 范 数 , 且 ‖ 了 | 二 1;, 则 


He Sel! 3 


(3) 以 | 。|| 。 为 例 , 证 明 ; 存 在 非 零 矩阵 4, 使 


| et | 。>etalm ， 
200 0 
0 1 1 0 
20. 已 知 4 一 ; 求 ee ,sin4 ,cosA. 
0 0 1 0 
0 0 0 0 
0 0 
21, B 知 4=[ ， ,未 es ,sink ,cosA. 
22. 求 近 ,已 知 ， 
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1 0 2 . 
0 4 
| 0 .0 1; CD A=| 上 
3 1 
一 1 0 一 2 
2 3 
(3) A=|0 2 3|. 
0 0 3 


23. 设 AEC™", ,bEC™!, 且 det4 关 0, 试 证 : 


| =AX(t) +b, 
X(0) =X¥, 
的 解 为 入 (1) 二 es 和 o 十 和 4!esb 一 A 1'b; 且 车 4 的 特征 值 的 实 部 全 为 负 , 则 


im 导轨 一 一 入 (z 为 实 变量 ) 


24. 完成 定理 5. 6. 1 的 证 明 ; 并 求 -Gt(trAX) ,其 中 A4 为 常量 矩阵 
25. 完成 定理 5. 6. 2 中 1 ,2",3" 的 证 明 ， 
26. 设 慎 一 (zy ) nxn , 求 -人 tr 及 trXX. 


6 上 短 阵 的 广义 逆 


6 和 矩阵 的 广义 逆 


和 矩阵 的 广义 逆 产 生 于 研究 线性 方程 组 AX=b 的 解 . 我 们 已 经 知道 当 
A 可 北 时 ,方程 组 的 解 可 表示 为 站 二 4A-1b. 那么 , 当 A 不 可 逆 甚 至 不 是 方 
阵 时 ,是 否 可 引进 适当 的 矩阵 来 表示 线性 方程 组 的 通 解 呢 ? 利用 本 章 要 
介绍 的 广义 逆 可 以 给 出 圆满 的 回答 . 

本 章 首 先 介绍 广义 逆 的 定义 ,性质 及 计算 ,最 后 介绍 它 在 解 线性 方程 
组 方面 的 应 用 . 


6.1 广义 道 及 其 性 质 


由 于 应 用 上 的 需要 ， 近 30 年 来 对 矩阵 各 种 广义 逆 的 研究 有 很 大 进 
展 . 本 章 仅 介 绍 最 常见 的 一 种 广义 逆 4+ ,在 习题 中 将 讨论 部 分 其 它 种 类 
的 广义 逆 . 

定义 设 AEC™"*, 若 存在 GECX: 满 足 : 

1” AGA=A; 2" GAG=G; 

3° (AG)"=AG; 4° (GA)" =GA. 

则 称 G 为 4 的 广义 逆 . 

以 上 定义 由 Penrose 提出 , 故 上 面 的 四 个 方程 叫 Penrose 方程 . 满足 
这 四 个 方程 的 G 也 叫 4 的 Moore-Penrose 道 . 


由 定义 可 见 , 当 4 可 逆 时 4 的 广义 逆 就 是 4 , 且 唯 一 ; 零 矩阵 Ox， 


的 广义 逆 是 O,x, ,也 唯一 . 
试问 :是 否 任 一 和 矩阵 都 存在 广义 逆 ? 若 存在 ,是 否 唯一 ? 
定理 6.1.1 设 AEC™*", 则 A 的 广义 逆 存 在 且 唯 一 . 
证 了 明 ” 先 证 存在 性 . 
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根据 4 的 奇 值 分 解 知 ,存在 西 阵 U,V 使 


Do 
oul? ol ve 
O O sXn 


其 中 D= diag( VA ,VAr) yAl9 "Ay 为 4"4 的 特征 值 . 
取 


于 是 
1 0 I 0 
ac=0| | Ur, cav| | Vi, 
oO sxXs OO nxXn 
由 此 容易 验证 G 满足 四 个 Penrose 方程, 故 4 的 广义 逆 存 在 . 
再 证 唯一 性 . 
设 Gi 与 Ge 均 满足 Penrose 四 方程 ,于 是 
G 一 Gi4G, 一 Gu4G4G SA"GPAGHG, 
GGYA"GHA" =G,GYA" 
GAG: G2. 
证 毕 . 
(以 上 等 号 处 的 号 码 表示 等 式 的 根据 ,上 与 下 分 别 对 应 于 Gi 与 C) 
记 A 的 满足 四 个 Penrose 方 程 的 广义 道 为 4+. 


例 1 Ok 二 Ox,. 
例 2 ”从 定义 容易 验证 (作为 习题 ) ; 


6 矩阵 的 广义 北 
A O01+ [A+ 0O O A1+ TO B+ 
, 3] -| | | o -| o| 
以 及 
[a0 ol] 


例 2 中 前 两 个 等 式 与 可 逆 阵 的 性 质 类 似 . 
1 1 
例 3 设 4=| | , 求 A1， 
0 0 
解 ” 先 用 次 的 方法 来 求 (1,1)+ ,根据 定义 可 次 出 


i111 
GD+= 二 | |， 
2L1 


再 利用 例 2 中 等 式 得 


一 般 的 如 何 求 4+? 为 此 先 研究 4! 的 性 质 . 
定理 6.1.2 设 AECx", 则 
1”(4+)+ 一 4A; 
2° (48)+ 一 (A+ )8i 
3° (4T)+ 一 (4+)Ti 

1 ， kz0, 
4° (pA)+ 一 ktA1+ ,其 中 EC,k+ -| k 

0， k=0; 
5° 48 一 AH44+ —AT AA ; 
6° (AHA)+ =AT(AN)+ ,CAAF)+ =—(AN)+A+,; 
7° 4+ 一 (AEA)+AH 一 AH(CAAH)+ ; 
8" (0U4V)+ 一 VHA+DUF ,其 中 U,V 为 西 阵 ; 
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9" A+AB=A+ ACESAB=AC. 

证 明 1 一 5 容易 由 定义 得 证 ;6" 和 8 可 利用 奇 值 分 解 来 证 明 ; 根 据 
Penrose 方程 及 6" 和 2" 可 证 得 7"; 至 于 9 ,直接 以 4 左 乘 4+4B 一 4 4C 
即 得 必要 性 ,充分 性 是 明显 的 ， 

证 毕 . | . 

从 5° 可 见 ,在 与 ha 作 运算 时 ,4+ 起 着 4 的 逆 的 作用 (事实 上 A 未 必 
可 逆 ) ;类 似 的 ,如 果 在 6" 中 把 (45)+ 当 作 (4 一 , 则 可 得 到 7” 

下 面 要 介绍 的 有 关 值 域 与 核 的 性 质 ,可 以 用 来 解决 47 的 计算 . 

定理 6.1.3 设 4EC”", 则 
X, XERC(A), 

0, XEK(AN); 

X, XERCAr), 

0, XEK(A); 

3° R(A)=R(AAT+ )=R(AAN)=K(I—AA1+ ); 

4° RC(A+)=R(A+A)=R(AN)—=R(ANHA)=K(I—A+ A); 

5"”[R(4)] + 一 RCI 一 44+ ) 一 民 (44+ )=K(AN) 
一 氏 (4+ ) 一 民 (4A4AH); 

6° [R(A+)J+=R(I—A+A)=K(A+A)=K(A) 

=K(AA)=[R(AN)]+. 
证 明 ”逐条 来 证 . 
1” VXER(4), 3Y 使 


1° a4'xo| 


2° | 


X=AY->AA1X=AA1 AY 一 AY 一 XX， 
VXEK(CAF), 有 
AA+ X=—(AA1 )HX 一 (4+)HAHX 一 0. 
2 对 A 用 1, 又 AN(41+)H 一 (4A1+A)H 二 A1A 和 A, 即 可 得 证 . 
3° 根据 1 ,YXER(A), 有 44+ 天 一 -> (一 44+ ) 外 二 0. 所 以 R(A) 


6 矩阵 的 广义 逆 


CK(1 一 A41). 反 之 ,VXEK(I 一 AA' ) 一 (一 44+ ) 厦 一 0 一 刁 一 44+ 大 
ER(C4). 故 R4) 一 开 (T 一 44+ ). 
另外 ,由 于 R(4) 一 RCA4+4)CR(C44+ )CRGA) ,所 以 


RCA) 一 RCA4A+). 


至 于 R(4) 一 R(C44H) ,是 因为 RRC4A4H) 是 R(4A) 的 子 空间 ,又 4 与 
448 的 秩 相等 ,因此 R(A) 与 RC448) 的 维 数 相 等 ,因而 相同 . 

4 对 4+ 用 3 的 第 一 等 式 即 可 得 RC4+ ) 一 RC4+4). 对 4 用 3" 之 一 
可 得 RCH) 一 RCAEC4H)+) ,而 4H(C4A8)+ 一 AH(4A+)8 一 4A+A, 故 RRCAH) 
二 R(414). 而 RC(4”) 一 R(4NA4) 是 因为 RC(4HA4) 是 与 RC4F) 维 数 相 等 的 
R(A) 之 子 空间 . 对 At 用 3 的 最 后 等 式 即 得 4" 的 最 后 等 式 . 

5 对 3° 中 的 每 一 项 取 正 交 补 , 即 得 CLR(A4)]+ 一 氏 (44+) 一 天 (44H) 
一 RCI 一 44+ ), 又 有 [LR(A4)]+ 一 K(4F). 另 外 ,有 K(h4+)CK(AAT+ )C 
K(A'AA')=K(A+), 所 以 K(A+)=K(AA+ ). 

6 对 A417 用 5", 并 注意 到 K(4) 是 维 数 与 KC(4HA4) 相 等 的 K(A4FA4) 之 
子 空间 , 则 6 之 各 式 得 证 . 


证 毕 . 
下 面 研究 41 与 正 投影 变换 的 关系 . 
定理 6.1.4 设 AEC*X",GEC™Y:, 则 G=A+ 的 充 要 条 件 为 
们 VXER(A), 
AGX 一 (6. 1. 1) 
0, VXE[R(A)]; 
及 
全 VXER(CG)， 
C4X 一 (6. 1. 2) 
0, VXELR(GG)]. 


证 明 ”人 先 证 必要 性 . 
根据 定理 6. 1. 3 之 1° 以 及 4 中 RC(h+) 二 RCAF),6° 中 KK(4)= 
LRC4- ) 于 ,又 KGC4A) 一 [LRCA)]+L ,不 难得 到 当 G=4+ 时,G 满足 式 
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(6. 1. 1) 与 式 (6. 1. 2). 

再 证 充分 性 . 

首先 , YYEC" ,4YER(4) ,由 式 (6.1. 1) 有 4G4Y 一 4A7, 故 4G4 一 4. 
又 YYEC',GYER(G) ,由 式 (6.1.2) 有 GAGY 一 GY, 故 G4G 二 G. 

其 次 ,C' 一 RC(4) 斩 [LR(4)]+ ,分 别 取 RC(4) 及 [RC(4)]1 的 标准 正 交 
基 , 设 为 生 ，…,X%, 及 XX,+1，…,X%.. 注意 到 式 (6.1.1), 有 

AGX,=X (1<i<r), 
AGX,=0 (r+l1<&<j<s), 


于 是 


I, OO 
CC 天) 一 (天 ,XX,) 9 
O O 


I, O 
即 4G 西 相似 于 实 对 角 阵 民 , 故 AG 为 Hermite 阵 . 
同 理 , 由 式 (6. 1. 2) 可 证 得 G4 为 Hermite 阵 . 这 就 证 明了 满足 式 
(6. 1. 1) 与 式 (6.1.2) 的 G 是 4 的 广义 道 4+. 
证 毕 . 


6.2 4+ 的 求法 


对 于 简单 的 矩阵 可 直接 根据 定义 来 次 出 它 的 广义 逆 , 但 一 般 的 就 很 
难 次 了 . 这 里 介绍 两 种 常用 的 方法 . 
定理 6.2.1 设 AEC™Y",r(4)==r 宇 1. 已 知 和 的 满 秩 分 解 


A=BC, 
其 中 B,C 分 别 为 sXr,rXn 矩阵 , 则 
At =CH (COC) -1 (BB) -BH. (6. 2. 1) 


6 和 矩 阵 的 广义 逆 


特别 , 若 4 的 秩 为 n, 则 
4+ 一 (4H4)-1AHI; (6. 2. 2) 
若 A 的 秩 为 5 , 则 
4+ 一 AH8(44H) (6. 2. 3) 
证 明 ”直接 用 四 个 方程 来 验证 . 记 式 (6. 2. 1) 的 右 端 为 G, 则 
AGA= BCCH (CCH) “1 (BB) ~!BHBC=BC=A, 
GAG =CH CCH) -1 (BB) BH BCC (OCH) 1 (BHB) -BH 
=CH(OCH) -ICBHB)-1B8 一 C， 
AG=B(BB)-1!B!, 
GA=CH (OCH) -1C. 
容易 看 出 4G 与 G4 都 是 Hermite 阵 . 于 是 式 (6. 2. 1) 得 证 . 
当 xr(4)= 二 n 时 ,A 的 满 秩 分 解 为 
A=AL,, 
利用 式 (6. 2. 1) 便 得 式 (6. 2. 2). 
当 x(4)= 二 ;时 ,A4 的 满 秩 分 解 为 
A=LA,， 
直接 由 式 (6. 2. 1) 便 得 式 (6. 2. 3). 
证 毕 . 
若 对 4 的 满 秩 分 解 中 的 列 满 秩 阵 B 及 行 满 秩 阵 C 分 别 用 定理 6. 2. 1 
中 式 (6. 2. 2) 和 (6. 2. 3) ,代入 式 (6. 2. 1) 即 得 
At+=C+B+. 
上 式 与 可 道 阵 乘 积 之 逆 的 公式 对 应 . 


1 2 3 
| ,未 At- 


例 1 e 知 4=|， ,6 
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解 ” 容 易 看 出 4 的 秩 为 1,4 的 满 秩 分 解 为 


4=[, 0 2 3] 一 BC， 


于 是 
1 1 
BB=[1 2 J=s, (B*B)-! 一 二 ， 
1 
cc"=[12 3]|2| 一 14， (ac 一 = 于， 
所 以 
1 1 
+ 一 工 一 上 
A+== 击 |2|[12]= 沁 |2 4 
3 3 6 


定理 6.2.2 设 AEC”™Y",r(4)=r 宇 1, 则 


At =(Xl ,°° KE, ,0,..,0) x, CAX,) ss 了 1 ， 
(6. 2. 4) 


其 中 闫 ，…,XX, 为 RC4F) 的 一 组 基 ;Y,+1,…,Y, 为 K (4h) 的 一 组 基 ( 当 
dimK(42) 一 0 时 , 则 一 * YY 就 不 出 现 ). 
证 明 首先 r(4i)==r(4) 二 r 之 1. 取 R(&h1) 的 一 组 基 , 设 为 多 ,…， 
下. 而 dimR(AF) 十 dimK(A9) 二 s, 设 了 41 ，…,Y, 为 K(4H) 的 一 组 基 . 
根据 定理 6.1.3 之 5" 和 2", 有 


A'Y;=0 (7 一 r 十 1]，…，S)， 
AT+AX,=X, (i=1,°,7), 


于 是 


6 上 矩阵 的 广义 逆 
AT (AX! 4 rt19" "9Y,) = (KR ,KE, 0, ,0) x. 
(6. 2. 5) 


又 因为 Xl ， 不 2， 各- 线性 无 关 , 而 已 ; 一 A++ AX., (一 1， ,7), 故 
AX, ,… ,AX, 也 线性 无 关 . 注意 到 (4) 一 ~, 故 4X 和 …A4X,. 是 R(4) 的 一 
组 基 , 而 C: 一 RC4A) 引 KGC4E) ,所 以 矩阵 


(AX! 9""" ,AX, 1 0 ) 


可 道 . 由 式 (6. 2. 5) 即 得 式 (6. 2. 4). 


证 毕 . 
ma er 
4+ 0 9 订 
解 首先 M* 一 | 中 | 而 可 浊 ,B* 一 8 一 1 
2 


对 4, 用 定理 6. 2. 2 的 方法 ,得 


1 2 
4 一 | : ， 7(4H) 一 2. 
3 


为 计算 方便 起 见 , 取 与 4 的 列 向 量 组 等 价 的 向 量 组 ， 


0 
X| 一 0 9 站 ;一 1 
1 1 


为 R(4") 的 一 组 基 . 因为 AF 的 秩 为 2, 所 以 KC(4) 二 {0). 经 过 计算 得 


9, 
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3 33-1 1T4 一 3 
CA 一 | | = 一 二 | |， 
4 一 5 3 
所 以 
1 0 一 4 3 
3 337-1 1 
4+ 一 |0 1 | | 一 二 | 5 一 3|， 
5 4 3 
1 1 1 0 
一 4/3 1 0 0 
5/3 一 1 0 0 
NM 一 | 1/3 0 0 0 
0 0 0 


6.3 广义 道 的 一 个 应 用 


有 些 实际 问题 中 ,线性 方程 组 AX=b 的 系数 由 实验 而 得 , 故 方程 组 
往往 不 相 容 , 这 时 ,要 找 使 AX 与 b 最 “接近 ”之 XX. 
定义 设 AEC”", 若 XX 满足 


| AXo—b | ;=min || AX—b ||;, 
xEC 


则 称 关 = 和 是 方程 组 4X 一 的 最 小 二 乘 解 ;所 有 最 小 二 乘 解 中 本 身长 度 
最 小 的 叫做 极 小 最 小 二 乘 解 . 

显然 ,对 于 相 容 的 方程 组 , 它 的 解 与 最 小 二 乘 解 是 一 回 事 . 

定理 6.3.1 设 AEC**,bEC’, 则 XX=X。 是 AX=b 的 最 小 二 乘 解 
OAXo—bELR(A) | SAAX, 一 4HD. 

证 明 记 W=R(4), 由 于 CC 一 WOW+, 故 b 可 唯一 分 解 为 


b=AY, 十 (b—AY, ) 9 


6 矩阵 的 广义 逆 


其 中 5 一 AY, EW+. 于 是 YXEC', 有 


| AX—b|? = | AX—AY,—b+AY, |? 
= | AX—AY, | 3+ | AY,—bll? 
之 外 4 到 一 少儿 外. (6. 3. 1) 


从 式 (6. 3.1) 可 见 
| AX—bl 一 min | AX—b | :AX, =AY, 
XEC' 
OAX, —bEW+, 


又 [RC(A)J]+ 二 KC(4H), 故 =X 是 AX=b 的 最 小 二 乘 解 的 充分 必要 条 
件 为 
AXo—bEK(A OA AX, =Arb. 

证 毕 . 

请 读者 注意 ,虽然 方程 组 AX=b 可 能 是 不 相 容 的 ,由 于 4b 属于 
RC4a) 一 RC4AH4) ,所 以 484X 一 480 一 定 是 相 容 的 . 

定理 6.3.2 设 AEC*x", 则 AX=b 的 最 小 二 乘 解 之 通 解 为 

X=Atb+(I—A+A)Y (VYEC'), (6. 3. 2) 


且 4X 一 的 极 小 最 小 二 乘 解 唯一 ,为 羡 二 41'b. 

证 明 根据 定理 6. 3. 1, 只 要 找 出 4 上 4X 一 48p 的 通 解 . 

由 于 444+ 一 4AE( 定 理 6.1.2 之 5"), 于 是 4844+D5 一 AHD, 故 4+P 
是 4"4X 一 422 的 一 个 解 . 

又 根据 定理 6. 1. 3 知 K(C4H4) 一 RCI 一 4+4), 故 484X 一 0 的 通 解 为 
(I 一 4174)Y, 其 中 Y 为 任 一 C" 中 向 量 . 所 以 ANAX 一 4b 的 通 解 即 为 式 
(6. 3. 2). 

最 后 ,因为 4+DER(CA+)， 又 


(I—~ATA)YER(I—A+A)=[R(A+)]+, 
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故 
| Atb+C—ATtAYY = | At+b 3+ | (A+ANY | > 14+5b | 


且 等 号 成 立 当 且 仅 当 (I 一 4+4)Y=0, 所 以 AX=b 的 极 小 最 小 二 乘 解 唯 
一 ,为 X=A1+b. 

证 毕 . 

由 于 当 方 程 组 相 容 时 , 它 的 解 与 最 小 二 乘 解 完 全 是 相同 的 ,所 以 式 
(6. 3.2) 也 就 是 相 容 方程 组 4X 一 的 通 解 公式 . 


习题 6 


十 


4 | 


“wl ao ao ‘ol 


A 十 
1. 试 证 :| | —(47 ,0),(4,0)+=|[ 


3, 试问 :(4B)1+ 二 B+ A 和 1 是 否 成 立 ? 
4. 试 证 ; 若 42: 一 4 一 4 , 刚 4+ 一 和. 
5. 设 ,为 已 知 的 ” 维 非 零 列 向 量 ,4 一 apa , 求 4+. 
6. 设 4EC~"r(C4) 一 1, 试 证 :4 一 (tr4a4) 14 
7. 试 证; 若 ABN 一 0,BHA4 一 0, 则 (4 十 B)+ 二 A1+ 十 B+. 
8， 完 善 定理 6. 1. 2 的 证 明 . 
9. 用 适当 的 方法 求 下 列 和气 阵 的 广义 道 4+ : 
0 cc 
os 0| ,其 中 复数 a,6,c 满足 c 关 0,1al? 十 |61? 关 0; 
0 
1 一 1 
(2) 4=| ， | 
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1 1 277 
C3) 4=| | ; 
1 0 3 


i 一 1 0 

(4) 4=|。 | ,| 

10. 证 明 : 线 性 方程 组 Ax 一 b 有 人 解 当量 仅 当 AA1+b 一 b. 

11. 用 A 人 人) 表示 满足 Penrose 第 一 个 方程 4G4=4 的 G 之 集合 , 试 
证 :4 EA() 拓 4 5b 是 方程 组 4X 一 的 解 ,V bE RC(A). 

12. 设 4EC”"”, 试 证 : 

(1) 若 r(4) 一 7, 则 YA4 EA({1},A A=I,; 

(2) 若 7r(4) 一 ;5, 则 VA ”EA{1},A4 -一 工 . 

13, A 意义 如 第 11 题 , 试 证 

(1) r(A- )>r(A)=r(AAT )=r(A A); 

(2) AA 与 4 4 均 为 宕 等 阵 . 

14. 设 AEC™", 记 A(1,2} 为 满足 AGA 一 4 与 G4G 一 G 之 G 的 集 
合 , 试 证 :CC 一 K(4)OR(GO) ,其 中 GEA{1,2). 

15. 若 G 满 足 4G4 一 4,(4G)# 一 4G, 则 记 GE A({1,3}), 试 证 :VbE 
C',Gb 是 4 已 一 5 的 最 小 二 乘 解 ,其 中 GEA{1,3)， 

16. 若 G 满 足 4G4 =4,(G4)E 一 G4, 试 证 : YPER(CA) ,GD 一 4+D， 
故 Gb 是 AX=b 的 极 小 最 小 二 乘 解 . 

17. 设 A4EC™", 若 存在 BEC*X’ 使 BA 二 I, 则 称 4 左 可 逆 ,B 为 4 的 
左 道 . 试 证: 若 4EC" , 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) 4 左 可 道 ; 

(2) s 宇 n 二 和 的 秩 ; 

(3) A 的 列 向 量 组 线性 无 关 ; 

(4) 4 的 核 是 零 子 空间 ， 

18. 设 AEC™",B 为 4 的 左 逆 , 试 证 ; 

(1) (4B)’=AB; 
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(2) ABX=X; VXER(A); 

(3) dimR(A)+dimK(B)=;; 

(4) 方程 组 AX=b 有 人 解 售 (I 一 A4B)b 二 0, 且 有 人 解 时 , 解 唯一 为 六 
=Bb. 
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部 分 习题 答案 


习题 0 


1. 当 ]Te 关 0 时 ,d = (at+ > ei) | cj} 
j=2 2 


i=2 Ci j= 


当 Ck 一 0 时 ,qa 一 C2 CIGQRDRCEHI Cn. 
© 


n n 


2. 当 I[z 关 0 时 ,ad 一 (1+ 2 ) 


XTi; 
i=1 i’ j=1 


当 一 0 时 ,qd 一 X11"TARTE "Tn 
n ai 
3. (1+ 和 2 Si)al. 
4. (—1)"t!i(n—1)2"?. 
n+l1 pn+1 
[= ab; 
a—b 


(n+l)a”, a=b. 

6. 44I 一 (Q: 十 鱼 十 c2 十 玫 ) 下 ,deth 一 (az 十 好 十 c2 十 cl2 )2. 
1 00000 07 

|p=- 000100 0 
000001 00 

10.〈1) 提示 : 先 求 了 ,…, Fel; 再 证 Be, 一 0; 利 用 Be :一 0 证 Be， 


5.d., 一 


-| 
000 1 


(2) 提示 :两 矩阵 M 与 4 相等 OMe 二 he;(j 一 1,2,…,n). 
11. 提示 :将 循环 阵 表示 成 第 8 题 中 和 矩阵 4 的 多 项 式 . 


13. (DD B—I; (2) 一 去 (A+D. 
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14. 十 (4 二 34 十 4D， 


T 0 
17. 扣 示 :利用 4=P| 和 
O O 


1 2 
1 1 0 1 4 
18. | | 2 3]( 不 唯一 )， 0 1 | | 唯一); 
2 1 1 0 1 10 
1 0 
1 1 0 —1 
3 | | 一). 
1 0 —1 1 2 


22. 提示 :利用 4 的 满 秩 分 解 及 第 19 题 的 第 (2) 问 . 


习题 1 


1. (1) 不 是 ; (2) 不 是 ; (3) 是 ; (4) 是 . 


4 (1) 于 于 维 , 基 为 {By 二 Ei |1<i<j<n)，; 


(2) 2 十 维 , 基 为 {Bi 11<i<j<n); 


(3) (n 十 1) 维 , 基 为 {ef ,eg ,… ,eh_1, (ez 十 … 十 ez)T) ,其 中 为 I 
的 第 7 列 ; 

(4) 3 维 , 基 为 了 工 4,42?. 

5. (2) V 一 Cn"; 

(3) 基 为 {Ei 1i 二 1,2,…,n}; 

(4) 基 为 Ei ,Ezz 十 Ess ,Es 十 Es. 

6. Vi 十 Vi 的 基 为 (1,0,0,0),(0,1,0, 一 1),(0,0,1,2) 或 @i,@2, 记 


等 ;V1 (NV: 的 基 为 (5, 一 2, 一 3, 一 4). 
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1 1 
7. myV: 的 站 为 | | ce 


1 1 0 1 0 
12. R(4) 的 基 为 (1,0, 一 1,0)7,(1,1,2,1)T; 
K(4) 的 基 为 (2,1, 一 1)", 


1 01 (0 1 0 0 
vv ta |, 下 中 ee 


a 0 6b 0 a b 0 0 

0 a 0 8 cd 0 0 
13, ， 。 

C ad 0 0 0 «a&b 

0 cc 0d 0 0 cd 


C33 U32 4d3l 


13 Ql12? Ql 
all 十 Rals CQ12 213 
az 十 Razz — ka —k?alz Qazz 一 Ralz az 一 Rais | . 
a3l 十 ka CQ32 CQ33 


15, (1) 在 基 偶 {Ei ,Ez ,…， mm 五 3) 下 矩阵 为 (1,1， 


…,1,0,…,0), 其 中 有 n 个 1 ,CE 一) 个 0. 


0 0 0 
(2) 线性 变换 f 在 基 1,zx,zx? 下 矩阵 为 | 1/2 1/3 1/4|. 
1 1/2 1/3 


16. (1)〉 R( 有 的 基 为 1; 核 的 基 为 


(Ej; |1<iz¥j<Sn, En—E,|k=1,2,.%…,n—1)}, 
dimK( 户 一 好 一 ]. 


(2) R( 有 的 基 为 zx,z2; 核 的 基 为 6z2 一 6z 十 1. 
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习题 2 

3 
2 0 一 一 
0 1NM3 2M6 鸭 V2 
4 4 一 | 一 INM2 1M3 —1N6||0 v3 v3 |. 
1M2 1N3 -1N6j|, 0。 近 

2 

5. 二 (1,1,1,1,1D)T， (2,1,0, 一 1, 一 2)7. 

V5 V1i0 


6. 提示 : 记 6 一 kf(@) 十 1f( 让 一 flha 十 尹 ). 先 证 VEEV 有 (6,f(&)) 
二 0, 再 证 (6,6) = 二 0. 
7. k= 二 0 或 2. 


习题 3 


3. 0，……0,54 a. 
4. C(O)=Q+D AD)" Vi =LLo],Vi=(V-1)+. 


54 一 6 25 
5. 50 一 2 25 | 
一 112 12 一 52 


oI, O 
7. 中 jp 其中 为 任 一 ” 阶 可 道 阵 . 
O 一 4 


10. 提示 :用 反 证 法 证 充分 性 . 注意 到 BT 与 如 有 相同 的 特征 值 ,利用 
号 "公共 特征 值 对 应 的 特征 向 量 来 构造 矩阵 方程 4X 一 XB 的 非 
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工 0O 
11. 提示 :利用 DD 的 等 价 标准 形 I 0| 及 相似 矩阵 有 相同 的 特 
征 多 项 式 . 
a 1 0 0 0 1 0 0 
0 a 1 0 0 1 0 
19.。a 天 0 时 ,J 一 ;a 二 0 时 ,J== 。 
0 0 as: 0 0 0 1 
0 0 0 好 0 0 0 0 
Fa O 
2 。 HH yd 一 9 
0. Pp “0 时 J | 0 ol 


NO 
pro=0, 但 og*zO 时 ,J 一 | | 


ap" =O 时 ,J=0. 
22.a 一 0 一 1,d 一 5,c 天 2. 
0 0 rp 1 1 
24. oo 0 中 一 3 | 
00 0 1 2 0 
[r-1 0 0171rp 4 1 
(2) | 0 一 1 | 3 | 
[lo 0 -1 0 2 0 
r 0 0 2 3 0 
(3) 10 一 1 :| 3 -| 
0 0 1 L-l 4 2 
10 0 1 0 0 0 
a) 0 1 1 of 0 8 一 6 
0011||10 0 4 一 6 
0 0 0 1 0 0 0 2 
27. 提示 : 当 4 为 


O nxXn 0 0 


列 对 角 占 优 ,考虑 与 原 矩 阵 相 似 的 矩阵 攻 44-:!. 
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31. 提示 :与 定理 3. 5. 2 类 似 作 矩阵 4(0 ,并 利用 A(z) 的 特征 值 是 z 
的 连续 函数 . 


习题 4 


5. (2) 提示 :去 证 R(P;) 中 非 零 向 量 为 4 的 特征 向 量 . 

(3) 提示 :注意 到 RC(P;)CV ,利用 第 4 题 的 第 (4) 问 及 Vi 十 … 十 
V 是 直 和 . 

8. 提示 :用 特征 多 项 式 的 系数 公式 及 第 7 题 来 证 充分 性 . 

10. 提示 :利用 A 的 二 阶 主子 式 均 大 于 0 来 证 : 

11. (2) 提示 :注意 到 酉 空间 C" 上 的 C-B 不 等 式 . 


习题 5 


18. A[L(I—A)-™! 1. 


—e' 0 2 一 2e 
22. (1) 0 1 0 | 
一 e “一 ] 0 2e 一 | 


1 oe, | 


(2) 7 了 
3(ekt 一 e 3) 4ekt 十 3e 3 


t £ 1 3 2 9 3 
er 2e(e 一 1) pe 6e 十 >e 


0 ez 3e2 一 3e2 
0 0 es 
24. 4. 
26. 2XT ,2X. 
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习题 6 


5. pz/cHEap8 
7. 提示 : 先 证 4B+ ,A+B,B+A,BA1 为 零 矩阵 ， 


0 -5 _ pb 1 2 
lalfs+lol? lals+lel’ 1 
9. (1) ; (2) 一 | 0 0 11; 
10 
c 0 0 一 1 一 2 
一 2 一 1 
| 3 10 |] ] . 
(3) 五 _] _7 4 ; (4) 3 一 il., 
1 2 
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子 空间 

子 空间 的 和 
子 空间 的 交 
子 空间 的 直 和 
广义 逆 
不 变 子 空间 
内 积 

内 积 空间 
化 零 多 项 式 
生成 系 

正 交 
正 交 向 量 组 
正 交 补 

对 角 占 优 阵 
正规 阵 
正定 阵 

同 构 
向 量 间 距离 
C' 中 向 量 范 数 
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